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1. Concepto de hipotesis

» Hipétesis estadistica: afirmacion que se hace acerca de una o varias

caracteristicas de la poblacion (paramétricas y no paramétricas).

* Hipétesis paramétricas: buscamos los parametros poblacionales a partir de los

estadisticos muestrales, usando las distribuciones de probabilidad que los relacionan
en probabilidad con los pardmetros de la poblacion. o)

» Hipétesis no paramétricas: queremos contrastar afirmaciones sobre e/ ipo de

distribucion poblacional y sus caracteristicas no paramétricas.

* Tipos de Hipoétesis:
* Simples: Cuando hay dos posibles alternativas. Hipotesis 1: p=3; Hipotesis 2 =4

* Compuestas: Cuando hay dos grupos de infinitas alternativas. Hipotesis 1: 1=3;

Hipotesis 2 y=resto
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2.a. Contraste de hipotesis (concepto)

* Contraste de hipétesis: procedimiento para “no rechazar” o rechazar una
hipotesis a partir de la inforrmacion qgue nos proporciona una muestra

representativa de la poblacion.

Conceptos clave:

* Hipdtesis nula (H,): hipbtesis en la que se basa el procedimiento del contraste.
 Hipétesis alternativa (H,, H,): que se acepta cuando se rechaza la nula.

» Estadigrafo o estadistico de contraste: v.a. con distribucion de probabilidad
conocida cuando HO es cierta.

* Informacion muestral a través de un m.a.s. (muestreo aleatorio simple):

garantiza que los valores de la muestra son independientes y se distribuyen
como la poblacion.



2.b. C.H. Procedimiento

R.C. R.C.

-Ko Ho Ko

&=

Se procede a dividir el Espacio muestral (E) en dos subconjuntos distintos:
* Region critica: si el estadistico de contraste pertenece a esa regién, rechazamos H,.

* Region de aceptacion: si el estadistico de contraste pertenece a esa region, "no
rechazamos” H,,

La dnica forma de estar seguros de cual es la hipotesis correcta seria investigar toda la
poblacion, lo que no es posible (potenciales poblaciones infinitas desde el muestreo).

Como dlisponemos de informacion limitada podemos tomar decisiones incorrectas. Vamos a
analizar la probabilidad de estos errores que no es posible reducir o controlar
simultaneamente, pues varian inversamente.



2.c. C.H. Sucesos del contraste

critical t = 1,6802

03 -
0,2: r=1-a 1-B
0,1: B a

w Rechazar H, cuando H, es verdadera Nivel de Significacion

Aceptar H, cuando H, es cierta Nivel de confianza y=1-a
Aceptar Hy cuando es H, falsa B

AN gL N Rechazar Hy cuando Hy es falsa Potencia del contraste. 1-B



2.d. C.H. Probabilidades de decision condicionadas a hipotesis cierta

critical t = 1,6802

Sucesos Tomamos una decisioén,
desconociendo cual es la hipotesis Aceptar H,
cierta.

Rechazar H,

Hipétesis cierta Ho y=1-a nivel de a nivel de PROBABILIDADES
confianza significacién (error  DE DECISION
tipo 1) CONDICIONADA A

H, B error tipo lI: 1-B Potencia del HIPOTESIS CIERTA

contraste



0,3

0,2

0,1 +

3. Hipotesis simples

critical t = 1,6802

Corftraste paxam

HO:Q - 00
H1:9 = 01

0,3

0,2

T T T T T T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7
critical t = 2,0057
HO: 0 = 90
H1 . 0 - 91

Cantraste paramé

trico a dos colas

Fuente: elaboracion propia con G*Power
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Importante: No podemos reducir

simultéaneamentea y 5.

o Tenemos control sobre el error tipo | (¢ ):

partiendo de HO se fija "a priori”.

» No tenemos control sobre el error tipo Il (5 ):

fifado el error tipo I(0t) queda definida la
region critica y la probabilidad del error tipo
Il (), dependerd de la realidad en que se
concrete la hipotesis alternativa

(potencialmente hay infinitas alternativas).

* Buscaremos, sin embargo, maximizar la
potencia del contraste (1 — [3) con otras

herramientas (n optimo,... )
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4. Hipotesis compuestas

* Contraste de hipétesis: procedimiento para “no rechazar” o rechazar una
hipotesis a partir de la inforrmacion qgue nos proporciona una muestra
representativa de la poblacion.

Novedades respecto a las hipotesis simples: +

 Hipétesis compuesta: ahora tanto la H, como H, pueden suponer infinitas
alternativas.

 Ejemplos: | Ho:0 > 6o Ho:0 > 6y | | Hp:0 =06, | | Ho:0 = 6
H1:6=00 H1:0<60 H1:0<80 H1:0>80

* Esto hace que hablemos de contrastes o tests:

* Unilaterales: la regién critica se compone de un solo intervalo
RC:TX)=koT(X) <k

* Bilaterales: la region critica se compone de dos tramos
RC:{(TX)<k)U(T(X)<k)}
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4.a. Hipotesis compuestas (Funcion de Potencia)

H :0 — 90
Caso més simple: ;°
P H.:0+0, 1— B =P(T(X) € R.C/H, CIERTA)= f(0)
1 — B = P(rechazar Hysiendo H,Cierta) 1— p1o
09 +
En un contraste paramétrico con infinitos valores en 08 +
0,7 +
la hipétesis alternativa, mayor sera la potencia del 06 1
05 4+
contraste : 04 1
03 4
* cuanto mas alejados sean los posibles valores del 02 ]
0,114
par@metro respecto a la Hipétesis nula. A
02 10 20 30 40 50 60 70 80 90 9

* También, si aumentamos el tamafo muestral, “de
forma general”, suele aumentar la potencia. (un

excesivo aumento de “n” poder ser perjudicial),
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4.b. Hipotesis compuestas: Lema de Neyman-Pearson

Objetivo: elegir el contraste mas potente de todos los contrastes con el mismo tamano, seleccionando

la mejor regién critica.
6.2.2. LEMA DE NEYMAN-PEARSON

Sobre el parametro 6 de una funcién de cuantia o densidad f(x; 6) se establecen dos
hipétesis simples: nula H, [0 = ©,] y alternativa H, [0 = 6,]. Se toma una muestra
aleatoria simple de tamaifio » cuya funcién de verosimilitud es L(X; 6) y se particulari-
za para cada una de las hipotesis, L(X; 0)) enlanulay L(X; 6,) en la alternativa.

Se divide el espacio muestral X en dos subconjuntos disjuntos C y C*, (Martin Pliego, p.163)
X = Cu C*, siendo C la region critica y C* la regiéon de aceptacion.
g y g p L(X; 90) .

Si cuando la muestra X pertenece a C (X € C) se verifica L(X;0)
L(X; 6,) ’

L(X; 9,)

En estas condiciones, si el contraste se realiza con un nivel de significacién a,

la region critica C tiene mayor o igual potencia que la de cualquier otra regién de

ese mismo tamaiio’.

mientras que si X € C* > K, el contraste que se obtiene es 6ptimo, el que proporciona la mejor region critica.




5. Contraste de significacign =@ oreosmomer

* Se utiliza cuando la informacion disponible sobre un valor del
paradmetro 6 permite formular la hipétesis nula Hy: 8 = 8, sin
que podamos concretar la hipétesis alternativa H,.

\
/ \ * Sirven para saber si la informacién muestral obtenida
/ i \ mantiene o no la hipétesis H. Si la decision que tomamos es
By rechazar Hy, la Gnica posibilidad que nos queda es H: 6 # 6,.

o < ¢ Por gué el nombre de significacion? porque pretende

b0 pro descubrir si las diferencias existentes entre el valor atribuido al
pardmetro y el que proporciona la muestra se deben a la
aleatoriedad de la muestra (diferencias no significativas) o por
L] . . el contrario, son tan significativas que impiden mantener la

| i hipétesis nula Hy,.

* Operativa del contraste:
* elegir un nivel de significacion (a) y

; » obtener una regién critica (R.C.) asociada a él.
* Si la informaciéon muestral pertenece a esa region, se rechaza la Hy,.
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b.a. Contraste de y para una poblacion N[u,o] con o conocida.

Ho: 1l = g £:N(w o) Al ser un contraste bilateral, la regién de la critica es de la
o=y ) | formaR.C. R
Hl: E= Lo = x.N(p_,\/T_l) R.C. | .C. _
-Ko Ho Ko x
0 T - En tablas a
(2) E:N(u,\/r_l>—> =z |Plzsk)=v+s
Jn
X—H
Yy =P(ky <z<ky) =P<—k0 < —5— gk0)=
Jn
( o
/R_C_ R.C. ¥ _ o o P (lx - ul < kO \/_i) = ’y
R il =P(—k0—3f—u3k0—)_>< .
K @ Ko NE vn vn P(|E—p|>k0ﬁ)=a
. ko\% es el valor que separa la region critica de la region de aceptacion \
 Lbego R.C. paraHy:0 =60, = XE€R.C.si|x—p| >Dy = koj—r_l(desviacién méxima
admitida para ese nivel de significacion)
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b.a. Contraste de y para una poblacion N[u,o] con o conocida.

Ejemplo 1. El consumo de un producto se distribuye como una N (, 15). Se quiere contrastar la hipétesis de
que la media poblacional es igual a 1520 frente a que sea distinta. Contraste a un ¢ = 0’02 a partir de
una|/muestra de tamano 16 en la que x = 1500’56.

E&:N(p,5) —— X:x = 1500,56

{HO: p=1520 m-a-5-<1lg> . f (@)
Hy:p # 1520 /Il:E:N(u, )=N(P-;_) TS
V16 4 /
P(z<ky)=098+001=099 - ky = 2,33 '
(z < ko) + - kg , a_0’02_0,01 / y =098 e
o 15 2 2 a 002
Yy=P (W— ul <k —) -098=P <|f— u < 2,33 —> = / 5= = 0’01
— 0\/17 ) — ) 4 ,,/ f | \
C.|x — ’ F.C. R.C.
= P(|T— | < 8'7375) - R.C |;\_c ul > 8,7375 _/r i ~__
R.A. |lx —pu| <8'7375 v y Z
—ko ko

En nuestro caso x — u = 1500,56 — 1520 = 19440 = D,
Como 19'440 > 8’7375 —» Rechazo H
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b.a. Contraste de y para una poblacion N[u,o] con o conocida.

En un contraste unilateral, de forma andloga la R.C. sera

§:N(p o)
'|1=E:N(|1,—)

0

o) EN(H.,%

Vn

)-

X—H

0}
n

— Z

—
9]

Luego R.C. paraHy:p=py = X ER.C. si. X— o <Dg= —kO%

{HO: L= 1, | R.C. En tablas
Hiytp > po Ho ko X P(Z>k0):a
Luego R.C. para Hy:pt = py = X € R.C. si. f—u>D0=k0\%
Ho: 1 = 1o R.C. | En tablas
Hy:p < po o o ¥ (P@<k)=a
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5.b. Contraste de p para una poblacion N[u,o] con o desconocida.

{

Ho: pt = o

Al ser un contraste bilateral, la region de la critica es de la forma R.C.

Ho: b # o
R.C. | R.C.
o XK | X
ﬁ=f:N<u\/—ﬁ> \/i_ T -Ko Ho Ko
N Qo) ns? 1= nz B E bl «a
Xn—1 o2 Giz n—1 n tablas P(tn—l > kO) — E
n—1
/W—n—l) y=P(—k0Stn_1Sk0):P< koS ;u Sk()):
Vn -1
rP(l_ | < k S )
X — < =
=P |-k <x-—-un<k, — <
[ _“RcC. ' "R.C.\ | n—1 n-1 P(|x—p|l >k, )=a
K o Ko tn-1 \ Vn —1
* Hoj=es el valor que separa la region critica de la region de aceptacion

* Lluego R.C. paraHy:0 =68, = X € R.C.5si|x — | > Dg= kg \%(desviacién maxima

dmitida para ese nivel de significacion)




@ www.pacorabadan.com
b.b. Contraste de y para una poblacion N[u,o] con o desconocida.

§&:N(w o) _ o X —
o o XN{p—=| 2t ="
L=x:N (u, —) Vn
Vn vn—1
En un contraste unilateral, de forma andloga la R.C. sera
Ho: L= g R.C En tablas
{Hf L > Ho u|0 Ko X P(t,.1 > ko) =a
Luego R.C. paraHy:p=py =X€R.C. si. x—u>Dy= kOJ:—_1
HO: L= R.C. | En tablas ~
Hyp < g g u|0 x | P(ty-1>—ko)=1- 5

Luego R.C. paraHy:pu=py =X€R.C. si. x—yy <Dy =—k,

S
Vn—1
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b.b.Contraste de p para una poblacion N[u,o] con o g?sconocida.

Ejemplo 2. A una m.a.s de 101 funcionarios se realizan pruebas para ascender de categoria. La media de

las puntuaciones que obtiene el grupo es de 30 puntos y la desviacion tipica, 11 puntos. Averigtie si es
compatible con estos datos la hipétesis de que la media de las puntuaciones del colectivo de funcionarios

sea 28 para un nivel de significacion del 5%.
1. _ - _ 100 (2z)
Hol.l—28 x =30 tloo_)N O’ EN(O,].) f
Hyfu#28 &NWo)———X:4 s=11 n30 100 — 2 /T

.a.s.(101) a2 =005 / \
P(t100 > ko) = P (z > ko) = 0'025 — ko = 1'96
(£100 > ko) ( 0) 0 ERCTE / y =095 \
~=——=0025
P(I_ | < ko— ) 0,95 P(I_ |<19611) B / \
y=P(lx—ul < =095=P(|x—pnl<1,96 —) =
‘Vn-1 " 10 >
_ R.C.|x— 2'156 ‘
— P(E -l <2,156) » | XM= 2 — i
R.A.|x—p| <2'156 i
_ko

En nuestro caso x — iy = 30— 28 =2 = D
Como 2 < 2’156 - No Rechazo H
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5.c./Contraste de g?para una poblacion N[y,o]

. En tablas
Hoto = 0, L S
Hio#oy || s2ogz, x2 =" (Xi1>Ki) =y +5
)y An—1 0_2 , o
fXa-1) —
y=P(k1SX121—1Sk2)=P<k1S—2Sk2>=
n Y(x —p? Y (x; — )2
¥ a ) =7 (kl =52 n = k2> =P (kl S—V(p2 = kz)
( T
‘ — —
: — > a=P Kkl > Z(x’az 2 > U (kz < Z(x’az 2 >]
kz Xn—l

2
+ Luego R.C. para Hy:o = 0, = X € R.C.si 22" ¢ [k, k,] —» Rechazo H,

g2

2
 Luego R.A. para Hy:0 =0, = X €R. C.siZHW” |k{,k,] = No Rechazo H,

62




5.c./Contraste de g?para una poblacion N[y,o]

HO:O-:4
H1:0-7‘:4

m.a.s.(4)

§:N(15,0) —— {X =1{9,12,16,17}
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En tablas

a=01

P(X§>K1)=y+%—>k1=0’05

a
f(X2) P(X3>K;) = 77 k, = 9’488
’ 2
ns
y=Plki <Xj<k;)= P(O’OS <— < 9’488) =
o
x; — W2
-« a =P 0’05 < M < 9’488
i E: 0’05 o2
-2- o
/ T — )2
| y = 0’95 e o= P[(Rechazar HO/ Hocie‘r'ta)] = Pi:(xlo_—zu) ¢ [0,05,9’488]
K, k, X3

2
 Luego R.C. paraHy:0 =0, = X €R. C.siZ¥ W g [0°05,9'488] — Rechazo H,

o2

2
 Luego R.A. paraHy:0 =0, = XE€R. C.siZ0 W ¢ [0'05,9°488] — No Rechazo H,

o

2
x._
En nuestro caso 2( 'Zu)

_ (9-15)%4(12-15)%+(16—15)%+(17-15)?

o
3,125 €

4_2

|0'05,9'488] - No Rechazo H,

= 3,125;
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5.d. Contraste de y; — 1, procedentes de poblaciones normales distintas con varianza conocida.

Ho:py —uz =0 ¢1:N(uy,00), 0,conocida —— X = {x{, x5, ..., X}
Hy:py —py # 0 ' m.a.s.(n)

a ¢, N(Uy, 0,),0,conocida ———Y = {y1, V2, oo, Vin }
m.a.s.(m)

g2 o2 X—y)— - X —
y:N (ul—uz),\/l 2 —>2=( ) — G uz);SiHOcierta:z=%

(M Ty =x— ¢ 7"‘% 2 42 2 2
-1 4 "2 142
n ' m n - m
1—a=vy=P((—ko <z < ko) siendo H, cierta) =
f(z -
(2) (x—-y) - — af o}
=P —kOS—SkO =P |x—y|£k0 —_—4 =
- n m
142
n - m
§
of 0}
__RC. RC. (X,Y) e R.C.si|lx —y| > k, red e Rechazo H,
* oy K z Luego 4
2 2

m

1. g, , 92
(X,Y) eR.C.si|lx —y| <k, 7+——> No Rechazo H,
\
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5.d. Contraste de y; — 1, procedentes de poblaciones normales distintas con varianza conocida.

Ejemplo 3. Se consideran pilas del mismo tipo, procedentes de 2 fabricas. La duracion ( en horas) de estas
pilas sigue una N (4, 30) en la primera fabrica, y en la segunda N (1,, 20) .Se extrae un m.a.s.de tamano
150 en la primera fabrica, y de tamano 200 en la segunda, de las que se obtienen x = 1450 e y = 1440 ¢
Puede admitirse con un nivel de significacion a del 5% que la duracién media de las pilas es igual en las

dos fabricas?

P(z < ky) = 0'95+ 0’025 = 0'975 > ko = 1,96

:N(nq,30) ——— X:x = 1450 <
Poblacion: i . m.a.5.(130) _ /
sz(uz’ZO)nT(ZOOSYy = 1440 /
Ho:pg = 1o Horpy —u2 =0
Contrast A V=0
Onrase{H01H1¢ll2_) Horpg —up # 0 %:0'025 )/—095\\
s
X — g2 g2 = r
=I, —kogﬂgko =P |f_)—/|Sk0 _1+_2 '/‘ l ]
2 2 n m v v v
041 +02 z
7t ~Ho ko
E ¢ Dy = ko |4 %= 106 [P0 4 2% _ 5539
n nuestro caso Dy = ky —t-=1 TR T e
x —7y = 1450 — 1440 = 10 > 5,539 — Rechazo H,
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5.d. Contraste de p; — 1, procedentes de poblaciones normales distintas con varianza conocida.

(x—-y)
z = _ of of
of of x=y|<ky [—+—==a
e n m
n m
En un contraste unilateral, de forma andloga la R.C. sera En tablas
{ Ho:x =y . R.C. 7 o
Hi:x =y >y, o K 7 Plx—-y>kq 7+E =a
2 2
Luego R.C. paraHy:p=py = X€R.C. six—y>Dy= ko\/%l+ ‘:n—z
= En tablas
R.C. I
Hy:x —y = o ko Mo _ _ of of
{Hl:f_y<l10 V4 Plx—-y >k 74—% =1—-a«a
2 2
Luego R.C. paraHy:p =y = X ER.C. si.x—y <Dy = —ko\/an—1+ 22

| 0]



5.e. Contraste de u, — u, procedentes de poblaciones normales

distintas con varianzas desconocidas pero iguales.
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nsZ
. 2 _ X
Ho:py —Hz =0 £1:N(uy, 01), 01 conocida ——— X = {x1, %X, .., X} || Xn-1= 2 s ms2
Hitpg —p #0 m.a.s.(n) Lt Xhinea = — t —
a $2: N(up, 03), 0,conocida ———Y = {yy,¥;, ., Yin } msy of o3
m.a.s.(m) Am-1 =~
o5 )
— - — g? o2 =9 — (u — 1p) (r=y) = (i — 1p)
(M1 —pdyy =X =Y N| (W —p2), [—+— z= ; \/1 1
nom a2 g2 g l=+ =
— 4 — Z n m
. n. m tm_l_n_z: > =
1—a=y_= P_((—kOSth,n_zSkO)SlendoHO czerta)= m)(n_l_p;ln__zz 1 ns£+m532,
(x—-y) o Jm+n—2
\/rll-l_% _ 1 1 |nsi+msy
=p| —ky < <k, |[=P|Ix=¥ <k |-+ = | —-% f(tm+n-2)
p 2 n mym+n-—2
nsy +ms,,
m+mn— 2
f
X, Y) ER.C.silx—y|>k 1. ns,%+ms§ Rech H
€ R.C.si|x — = v [——
X,Y) si|lx = y| > kg n+m 5 — Rechazo H,
Luego -
R.C. R.C.
(X.Y) € R.C.5i[F - 7] < Kk 1+1 nsy + msy o Rechago H __ | ¥t
, C.si|lx =y| < —+ — |——= > No Rechazo _
\ ’ Odn mym+n-2 b * o0 K mHn=2




5.e. Contraste de p; — p, procedentes de poblaciones normales distintas con @ www.pacorabadan.com
varianzas desconocidas pero iguales.

(x —y) — (ug — up)

1 1
— ﬁ + m ° P d P
tm+n-2 = En un contraste unilateral, de forma andloga la R.C. sera
nsy + msy
—T En tablas
|
Hi:tpg > o ko trin o

2 2
Luego R.C. paraHy:p=py = X€R.C. si.x—y > D, =k0\/71;+ l\/w

m m+n-—2

' P(t _2>—k0)=1—a
Hitpy <o ko Hp —

En tablas
HHO: H1 = W2 R.C. |

lin+n-2
Luego R.C. paraHy:p=py = X€R.C. si.x—y<Dy=—-k,

ns,zc+m532,

+

1
m m+n-—2




5.e. Contraste de yu; — u, procedentes de poblaciones normales distintas con
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varianzas desconocidas pero iguales.
Ejemplo 4. Se quiere contrastar con un nivel de significaciéon del 5% la hipétesis de que el consumo de tabaco coincide en

areas urbanas y en areas rurales. Efectuamos un m.a.s. en cada colectivo obteniendo los siguientes resultados: en Urbana

(n = 25; % x; = 300; X(x; — X)?

4100) en rural (m = 15; Y y; = 150; X.(y; — ¥)? = 2025). Supondremos que el

consumo de tabaco de ambas poblaciones se distribuye segiin una normal y que la varianza de la poblacién es la misma.

Ho: g = 2

Contraste
{Hl: M1 #F M2

t _9 = l3g—
25+15-2 3823

)

Poblaciones <

R

fl: N(Hl; O-) m.as.(25) X:

(n = zs;le- = BOO;Z(xl- —x)?% = 4100)
(m = 15; Zyi = 150;Z(yi —-y)? = 2025)

=INV.T(0,975;38)

52: N(llz; 0) m.a.s.(15) X:

\
= N(0,1)

P(t3g > ko) = 0025 - k, = 2,024

y=P |M1_U2|Sk0\/_+_

1 1

2 2
ns; + ms
X Y 1=9095
m+n-—2

n m

1 1 [4100+2025) R.C.|Ix—%>1,37 |r»
Pllm =l < 2’()24]25 + 15]25 T15-2 ) " PUm—wl=137) - {R.A. X — 7] < 1'37
— — 300 150 arooswonn [ y=0095
Enjnuestrocaso x — y = i 12 —10 = 2 = Dy z=77"% Ca_oos o
2 2
Como 2 > 1’37 - Rechazo H, e
_ko ko m+n-2
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6.a. Contraste de 1t para una poblacion B[1,m].

Hy:mt = m, §:B(1,m) Al ser un contraste bilateral, la regién de la critica es de la forma
H1:T[¢7T0 . N 7'[(1—7'[) R.C.
mT=Dp m . 1T, n R.C. I R.C.
-Ko Mo Ko x

n

_ ’p(l—p) p—m En tablas
pN T, - =z a

y=P(—k0SZsk0)=P<—k0< L <k0>=

J(l—m

| _RC. RC. N\ | <p_ | < ko | ,
1- 1-
Y ow K Z :P<_k0 p( . p)sp_ﬂgkojp( _ p) 5 )
@ <|P 7T|>k0 ’

 Luego R.C. paraHy,:0 =0, = X€R.C.si|lp—m| >Dy = ko\/—(desvuacuon

maxima admitida para ese nivel de significacion)
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6.b. Contraste de m para una poblacion B[1,t] con n<30

{

&:B(1,m)

Hym=m
0 0 nm = np: B(n, )

Hl:T[ + T[O

R.C.

0.6 0.8 1.0
1

04

— p=0.5 and N=20
p=0.7 and N=20
- p=0.5 and N=40

0.0
!

30 40

Funcion de distribucion de una B(20,p)
Fuente: wikipedia.

R.C.

Al ser un contraste bilateral, la regién de la critica es de la forma

R.C.

ko

k4

y=P(k0SnpSk1)—>{

P(nlp —m| < ko) =y
Pnlp—mn|>ky) =«

Si Hycierta np: B(n, )
(

ko tal que P[np < k,

k, tal que P[n

\

Luego {

ko
] = z (Z)nx(l — )" r = (;—
. =1
Z —n)”‘xsl—%

(X) e R.A.sinp € |ky, k{] » No Rechazo H,
(X) ER.C.sinp & |ky, k] » Rechazo H,
» | El problema fundamental es que tenemos que aproximarnos al nivel de significacion mas proximo al

que deseamos, porque la distribucion binomial es discreta y sera dificil que coincida la probabilidad
acumulada en el punto con nuestro a deseado.
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6.c. Contraste de p; — p, procedentes de poblaciones B(1,m;)y B(1,m,) con m{,m, conocidas.

Ho:nl_ﬂ'z =0
Hl:T[l_T[Z ¢0
a

$1:B(1,my)
52: B(l, 7T2);

m.a.s.(n230)

_—
m.a.s.(m=30)

X = {x4, %5, ...

) Xn}

(my — )y =p1 —P2:N| (g — ﬂz),\/

(P —p2) — (m; — m3)

\/”1(1 — 1q) + (1 — m,)

n

m

; SiHypclerta: z =

f(2)

____“RC.

RC. .

Ho

\

Y'=00y2 0 Yl 1—a=y=P((—ko < z < ko) siendo H, cierta) =
x —
71-1(1 - T[l) + 7-[2(1 - T[Z) 7T1(1 - T[l) + T[z(l - 7-[2)
n m n m
(p1 — p2) (1 —m) m(1—my)
P [lp1 — p2l < kg
J”1(1 — Ty) + my(1 —my) n m
n m
(
(X,Y) € R.C.si|py — p2| > ko\[nl(ln_ ™) + nZ(an 72) — Rechazo H,
Luego |
(X,Y) € R.C.silp; — py| < ko\/nl(ln_ ™) + nZ(ln; m2) — No Rechazo H,
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6.d. Contraste de p, — p, procedentes de poblaciones B(1,m,) y B(1,m,) con m,,m, desconocidas.

Ho:nl_TEZ:O
H1:T[1—TL'2¢0
a

—

(1 = )My = P1

0’52 ('52
—pa: N| (mq — my), - +

¢,:B(1,m,), m,desconocida

¢&,:B(1,m,), m,conocida

> X = {x1, x5, .., X}
m.a.s.(n=30) Méaxima varianza
Y = , Vo, ) i —0’
m.a.s.(m=30) V1 Y2, s Y} posible cuan n=0'5

m

__RC.

f(z/

RC.

Ho

(p1 — p2) — (m4 2);Si Hcierta : z = (p1 — p2)

I, 1 [,
05\/174-% OSJn+m

- 7 =

1—a=y=P((—ko < z < ko) siendo H, cierta) =

— 1 1
\ =P —ko < (pl pZ) < ko =P |p1 - pzl < 0’5k0\/_+ —
1 1 n m

0'5 ﬁ+ﬁ

( e

1 1
(X,Y) € R.C.si|py — pyl > OISkO\/r—l-l_r;_) Rechazo H,

Ko z Luego - A

1 1
(X,Y) € R.C.si|p; — pyl| < 0,5k0\/5+ . No Rechazo H,,
\



7. Analisis del Error tipo Il (8) y la potencia del contraste (1 — )

* Hasta el momento no nos hemos fijado en el riesgo de tipo Il, y por tanto,
tampoco en la potencia del contraste (probabilidad de rechazar la hipétesis

nula cuando es falsa).

* No es posible calcular la potencia del contraste porque para ello
necesitariaomos un Gnico valor en la hipétesis alternativa. Nuestro conjunto de
alternativas a HO estd, habitualmente, compuesta por un nimero infinito de
alternativas.

f:(l,ﬂ)*{

Hy:r =02
Hy:m=0'8

n

m

0,2 1

0,1 1

critical z = 1,6449




Power (1-B err prob)

7.2. El Error tipo Il (B) y la potencia del contraste (1 — )

critical z = 1,6449

0,3
0,2
$v| valll
0 - T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 4 5

7 tests - Proportions: Difference between two independent proportions
Tail(s) = One, Proportion p1= 0,2, a err prob = 0,05, Allocation ratio N2/N1 = 1, Total sample size

* Podemos construir una funcién de potencia, es decir
realizar el calculo para distintos valores en la
alternativa y analizar lo que ocurre, asi como para
los diferentes tamanos muestrales.

z tests - Proportions: Difference between two independent proportions
Tail(s) = One, Proportion p1 = 0,2, a err prob = 0,05, Allocation ratio N2/N1 = 1, Proportion p2 = 0,8

1_
2 084
g !
Total sample size ? - H o-TT = 0°2 Proportion p2
= i
' . i O /
- =2 3 g (1!7-[) - Hl' T = [O 8] —— =08
g 041 / m=n € (2,100)
(o] E /"/
o /
02 —0/
0 ] T ] T 1 T ] T ] T ] T ] T ] T ] T ]

2 12 22 32 42 52 62 72 82 92

Tntal camnla size

=26
p Hy:mw = 0'2
"l &(,m) > {H;:m =[0,1]
03 1 m=n
02
0,1 -
O T T T T T T T T T T e T T T
0,1 0,15 02 0,25 03 0,35 04 0,45 05
Pranartinn n2
1-3 en funcion de H,

1-B en funcion de m



0,3/

0,2|

0,1|

7.2. El Error tipo Il (8) y la potencia del contraste (1 — )

Ejemplo 1: Supongamos que hemos realizado un contraste de significacion en una
poblacién N(u, 0'5) donde H,: u = 12,5, obteniendo una R.A. tal que x €
[12°238,12°762]. Si la media poblacional real es =13, calcule la potencia del contraste.

Si H; ciertap=13 »> x:N (13, %);

_ ] 12’382 —-13 _ 12’762 —13
8 =P(12'382 < x<12'762;Hcierta) = P 'S <x< 0'S
V14 V14

= P(—4,6247 <z < —1,7810) = 00375

critical z = 1,6449

1-8=1-0,0375=0'963

1—13 Simulacién en G*Power con
8 (@ =005

)/ B =0963
. . . . , —— ) Hy:p=0

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 Hyip = 35



8. El p-valor (sig) de contraste

* Definicion: probabilidad de obtener
un estimador muestral mas extremo
que el obtenido seglin nuestra
informacién muestral siendo H,
Cierta.

* En un contraste unilateral coincide
con la probabilidad que deja el
estadistico de contraste en la
direccion de la regién critica.

e Contraste de Hip6étesis con el p-valor:

* Sip —valor < a - Norechazo Hy, <
0, € R. A.

* Sip —wvalor > a = Rechazo Hy <
0, € R. A.

p-valor

“Caf2 \\ Lo/ 2
+ Zexp érimental
Region critica Region de Region critica
Aceptacion




8.a. Contraste con p-valor (sig) para y una z: N(0,1)

p — valor: probabilidad de obtener un estimador muestral més extremo que el
obtenido segln nuestra informacién muestral siendo H, cierta.

* Contraste de Hipétesis con el p-valor:

* Sip —valor < a —» Norechazo Hy < 0, € R. A.
* Sip —valor > a — Rechazo Hy < 8, € R. A.

"0——“0—* N(D, 1)
p-valor /{.,.G

a2 Cof 2
+ Zexp érimental

Region cntica Region de Region critica

Aceptacion

f_
p — valor = P<|z| > ﬂ)

Contraste bilateral: Como ya hemos
visto en un contraste bilateral
repartimos el error tipo | de forma
simétrica en los extremos de la
campana.

El p-valor, por tanto, coincidird con la
suma de las probabilidades de que
D, = |X — ug| sea mayor que el
obtenido para la media muestral
particular que hemos obtenido en
nuestra muestra concreta.



8.b. Contraste unilateral con p-valor (sig) para p una z: N(0,1):

* En algunos casos no estamos interesados en todos los posibles valores
de la hipétesis alternativa propuesta en el contraste unilateral.
Recordemos que en caso de rechazo de H, tomaremos por cierta H,.

* Si suponemos que si no se cumple H,, la consecuencia serd un
desplazamiento a izquierda o derecha del valor propuesto por H,,.

* El procedimiento es muy similar al anterior, solo que en esta ocasiéon
solo asignaremos a a una de las colas de la normal




3.1. Contraste unilateral con p-valor (sig) para y una z: N(0,1):

Contraste unilateral superior Contraste unilateral superior

* Hy:p > o, si suponemos que la media <+ H; t 1 < Up, si suponemos que la media
serd superior a la propuesta. serd superior a la propuesta.

* Hi:u > ugy, Regién critica z > z,, * Hi: u < uy, Regioén critica z < z,

e Se produce un incremento en la potencia ¢ Se produce un incremento en la potencia
para detectar diferencias positivas de la para detectar diferencias negativas de la
hipétesis nula y un decremento drastico hipétesis nula y un decremento drastico
para detectar las negativas. para detectar las positivas.

Xoto N{0. 1) X—Hp _ N(D, 1)
A i
p-valor p-valor
A Z, Lo (]
L exp erimental Ze:-:'p enmental
(X — o) X —
P‘UalOT:P(Z> o O) p—valor=P<z<(G ”0)>

/\a /\m




9. Otros contrastes importantes

9.a. Test de igualdad de medias en poblaciones normales con
varianzas desconocidas y distintas.

* Supongamos ahora que g; # g,, con lo que ya no es posible eliminar el
pardmetro de la t de Gosset. Se han realizado varias aproximaciones para

la aproximacion del estadigrafo de contras. Nosotros utilizaremos la
aproximacion de Welch, t cuando H, es cierta.Hy: 1y — pu; = 0

s2 sy | |f= ; 'm>5
—os, L —2L 4 S

n m n(n—1)+m(m—1)




9. Otros casos importantes

9.b. Contraste de comparacion de medias para muestras grandes.

Si el nmero de grados de libertad es mayor o igual que 30, y las variables
muestrales son obtenidas por m.a.s. (v.a.i.i.d.), podemos asignar distribuciones
normales a las medias muestrales aunque la distribucién en la poblacidén no

sea hormal. Quedaria.

Lo XY =T
= n
2 : —
£+S_y CN (TCL); m > 30
n m




9. Otros casos importantes

9.c. Contraste para la diferencia de dos poblaciones normales con datos
apareados.

* En el caso de datos independientes en el punto anterior, se dispone de
dos conjuntos distintos de individuos para cada una de las situaciones
experimentales que se quiere compara.

 Datos apareados, relacionados, o ligadeos: consisten en dos
medidas tomadas sobre el mismo conjunto de individuos en dos
ocasiones diferentes ante una alteraciéon que queremos evaluar si ha
tenido un efecto significativo en el colectivo.



9. Otros casos importantes

9.3. Contraste para la diferencia de dos poblaciones normales con datos
apareados.

* Cuando las variables estan relacionadas, todos los calculos que realizamos
en el caso de datos independientes ya no son validos.

* Para evitar este problema nos centraremos en una sola variable aleatoria
que es la diferencia entre los dos valores obtenidos para cada uno de los
individuos estudiados que mide el efecto del evento acontecido.

D:N(ug,0q)

» Hipétesis: la media poblacional de las diferencias es cero, o lo que es lo
mismo el evento entre ambos experimentos no ha tenido efecto.

HO:,leZO; Hl:,ud:/:()



9. Otros casos importantes

4.3. Contraste para la diferencia de dos poblaciones normales con datos
apareados.

El contraste es ahora exactamente igual que el descrito para la media
de una poblacién normal (ahora la poblaciéon de las diferencias), siendo:

 d la media muestral de las diferencias para cada individuo antes y
después del evento y

* sq la desviacién tipica.
Para muestras pequenas, el estadigrafo de contraste quedara

D:N(ug,04q)

HO:‘Ud =0

d
2d
ﬁ Hl:‘ud#:o
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10. Relacion entre los contrastes de hipotesis y los |.C.

* Sean R.C. y R.A. de un contraste de significacion con un nivel de

significacion a.

* La R.A. se corresponde funcionalmente con el intervalo de confianza
del mismo nivel de significacion o.

* Basta con comprobar que 6, € I. C. Con un nivel de confianza 1 — o

\\\\\\\\

Por ejemplo, si tenemos un I.C. para la |
en una N(}, o) con varianza conocida,
bastaria comprobar si segin la hipotesis

Hy: u = Ups 1o mo pertenece al 1.C. para

rechazar H
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11. Propiedades de algunos contrast@

11.A. CONTRASTE INSESGADO (C.1.): cuando

max P(rechazar H)) < min P(rechazar H)
0e @, 0 e Q

* En hipétesis simple: es C.I. cuando la probabilidad de rechazar H,, siendo cierta, siempre

es menor que la de rechazarla, siendo falsa.

* En hipétesis nula (H,)) simple: el nivel de significacion (o) serda siempre menor que la

probabilidad de rechazar H, cuando H, es cierta.

* Interés de los €.l.: permiten obtener regiones criticas 6ptimas. I I ] a’
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11.Propiedades de algunos contraste@9

11.B. CONTRASTE CONSISTENTE (C.C.): cuando, si el parédmetro 0 pertenece a la region critica

0, secumpleque § € ©; — lim P(A) = lim (1 — Bg) =1
n—oo n—oo M
%)

CUMP: es el contraste 6ptimo, y de existir viene determinado por el lema de Neyman-Pearson que

11.c. CONTRASTES UNIFORMEMENTE MAS POTENTES (CUMP)

establece que la R.C. éptima debe cumplir: SiT(X) € R.C. — L(X;6,) <
L(X ) 91)

L(X;6,)
L(X; 91)

Una hipétesis alternativa compuesta hace quela distribucion de probabilidad poblacional quede

SiT(X) ER.A. -

indeterminada, impidiendo calcular la probabilidad de ciertos sucesos.
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12, Contraste razon de Verosimilitud

* Aqui la medida de discrepancia D,, no estd definida en Propiedades de A(X):
1.0<AX) <1
2. Si existe Oy que maximiza para

términos de diferencia entre el valor asignado al pardmetro 6

en H,(significacién), sino que se compara por cociente la el espacio paramétrico L(X; 0),
funcién de verosimilitud evaluada en Hy: 8 = 6, y la funcién entonces
de verosimilitud en un punto maximo. L(X' 0 )
AX) = ——
* El estadistico de contraste, llamado razén de verosimilitud, es L(X; 0 )
L(X;0,)
AX) = X LX; 8
e (X;6) La regién critica queda definida por
Si Hy: 0 = 8, entonces P(A(X) <k;enH,)
max L(X;0)
AX) = —

max L(X;0)
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12, Contraste razon de Verosimilitud

Teoremas:

T-I] Si para un contraste simple existe un contraste razén de wverosimilitud, es
equivalente al contraste dptimo de Neyman-Pearson.

T-1I] Si existe un estadistico suficiente para el pardmetro, el contraste de razén de
verosimilitud es funcion del estadistico suficiente, siguiendo el criterio de factorizacion
de Fisher-Neyman para estadisticos suficientes.

L(X;8,) _&(T;8,)-HX) g(T;8)
L(X;0) gT;0)-HX) g(T;b)

A(X) = =MT),

T-1lI] Si el contraste de Hipétesis se refiere a un vector de pardmetros 5 se verifica
bajo condiciones de regularidad, la propiedad asintética

—2In A(X) E’X’Z‘ @gp
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12, Contraste razon de Verosimilitud

- Ejemplo: Contraste para g2 en una N(, o) siendo p desconocida

Sl

;xn} ;f(X) = \/27_[0_2

Poblacion &:N(y,0) —— X = {xq, x5, ..

0% =o¢
Contraste § , ) mas(n)
o° # 0, 5
2
i=1 (27T02)2
El cociente de las funciones de verosimilitud L—O < K resulta
1
2 =P ZZ(xl )2
2 2 m € g 2 > 1 2
L L(X, o 205 )2 o\2 —4< >Z(xl 1))
_O= ( 02)=( 0) 1 =<—2>320-0 Sk
Ll L(XIO- ) 2 - e—ﬁZ(Xi—u)z O-O
(2mo?2)2
: 2 1/1 1
Tamando logaritmos: n n S I (R Z(xl —w?<Ink
2 of 2\of 0%

1/1 1 2
——<—2—0 )2(951—}1)2 <lnk—§1n(zo>

2

) Zemwafow@) (G
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12, Contraste razon de Verosimilitud

Ejemplo: Contraste para g2 en una N(, o) siendo p desconocida.

1 1
Luego la R.C. queda en la forma: R.C.= (; - O_T)Z(xi - W=k
0
Como no sabemos el signo de 01_2_ :—Zpasamos a un test de razon de verosimilitud.
0
4 2 H 2 _ .2 _ Z?:l(xi_u)z
Ademas, o“ es desconocida en Hq, luego 0% = s° = T
, . , . .y L(Xl 0-2) 2 /\2 . . 2
El estadistico razdon de verosimilitud es: A(X) = L(X,02) Puesto que s* = 02, que maximiza L(X,0%)
2 —%Z(xi—u)z
e n 1/1 1 Y (x—p)?
2 2 2\T —of 5= i—1)? 2 _ Li=\XiTH
Por tanto, A(X) — L(X'GO) — (2mag)? - — = (5_2)2 e 2(0(2) SZ)Z(x W Como s¢ = -
L(X,0%) 2 == X(x;-n) 0o
——e 25

n
2mB2)2 4

{ 1 1 2
T, (i) 2 _E<U_%_Z7f‘_ (xi—u)2>2(xl_u) 2\/2  _1gx-m\? n m
won - (F) o VR eyt (GY

. N
Bajo H ciertaé: N(y, gy) = x;: N(u, 6p) — xla_u: Z y por tanto ), (u) = X2,
0

Op

luego o .
n La regién critica queda definida por

2 1
AX) = (%X%)n/ e_§X7zl+2 P(A(X) <k;enHy)
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13. Test de Wald

* Para un C.H. compuesto acerca de 6 para el
El estadistico de contraste del test de Wald se define como

que existe 0, . )

* Por las propiedades de 8;,,, sabemos que
W: X% bajo el supuesto de que sea cierta Hy: 6 = 6,

Oy = N le, m]

siendo P[X2 > k siendo Hocierta] =«

La R.C.es W > k, el valor de k se obtiene de la condicion

V(Buy) = CCR = [1(8)]
Si tenemos un vector de paradmetros 6

Si tipificamos . I AN A
W - (QMV - 00) I(Q)(QMV - 80)

azv[ @)

V(HMV
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14. Test de los multiplicadores de Lagrange

* Parte del multiplicador que se obtiene en el proceso de | por el TCL

optimizacion de verosimilitud restringida al supuesto de
que la H, es cierta. SC(0) ————tll (0; VI (9))
« Se busca el valor de 8 aue haga méxima L[X; 6] sujeto a | Y tipificando
la condicién de H,, cierta. SC(9) N0 1)
Formamos el lagrangiano: JI(@)TcLn=30 ="~
M =InL[X;0] —y (6 —6,)
Donde el gradiente igualado a cero es El estimador del contraste de los multiplicadores de Lagrange es
: 2 -1
oM _9InL[X;6] =0 ML = (5€(8,)) (1(6y))
a6 a6
aa_Mzg_gO:o ML: X2
14 La R.C. ser4 ML > k obteniendo k de la expresion

Y el multiplicador que satisface ambas ecuaciones es la

variable score particularizada en H, P[X% > k siendo Hycier ta] —q

dinlL|X; 0
SC(80) = [ neL ]]
0=09 Para un vector de pardmetros 6
$i la muestra X procede de un mediese ML = (s(;(eo))'(l (30))_1(5(;(00))
dInL[X; 0] dinf[X; 0] ML: X?
SCO)=—"3¢ — = 2 a0

i=1
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