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5.1. Introducción
§ Problemática: En la estimación puntual (tema 3) no sabemos si !𝜃 es 

próximo 𝜃 dada la muestra 𝑋. ¿Cuánto nos equivocamos?
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5.1. Introducción
§ Problemática: En la estimación puntual (tema 3) no sabemos si !𝜃 es 

próximo 𝜃 dada la muestra 𝑋. ¿Cuánto nos equivocamos?

§ Solución: Acompañamos a la estimación puntual !𝜃 de un intervalo que 
cumple:

𝜃 𝑋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃 𝑋
§ 𝜃 𝑋 : Límite inferior

§ 𝜃 𝑋 :Límite superior

§ γ = 1 − α : nivel de confianza

§ α : nivel de significación

𝑃 𝜃 𝑋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃 𝑋 = 1 − α
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5.1. Introducción

§ 𝜃 𝑋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃 𝑋 Aleatorio: depende de la muestra 𝑋 que ha surgido en el 
𝑚.𝑎. 𝑠(𝑛).
§ 𝜃 𝑋 y 𝜃 𝑋 son VARIABLES ALEATORIAS que dependen del resultado del 
𝑚. 𝑎. 𝑠. 𝑛 → 𝑋

§ 𝜃 no es variable aleatoria, por tanto..

§ γ = 1 − α ó nivel de confianza: probabilidad de que I.C. incluya a 𝜃

§ α ó nivel de significación : probabilidad de que I.C. no incluya a 𝜃

𝑃 𝜃 𝑋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃 𝑋 = 1 − α
www.pacorabadan.com
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5.1. Introducción

(Martín Pliego,p.132) Ejemplo de I.C.
BILATERAL 

en una 

Fm,n
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5.1. Introducción

(Martín Pliego,p.133)

Ejemplo de I.C. 
UNILATERAL

en una 

Z:N(0,1)
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5.2. Métodos de construcción de I.C.
§ 𝑋 obtenida por 𝑚.𝑎. 𝑠. (𝑛) extraída de una población 𝜉: 𝐹 𝑋, 𝜃 donde 𝜃 ∈ Θ, 

siendo Θ ∈ ℝ.

§ 𝑇 𝑋, 𝜃 Pivote o cantidad pivotal : 
§ 𝑇 𝑋, 𝜃 depende de 𝜃, 

§ Su distribución de probabilidad no depende de 𝜃.

§ 𝑇 𝑋, 𝜃 es estadístico donde 𝜃 es un valor fijo.

Ejemplo:
Sea una población 𝜉, : 𝑁(µ, 𝜎), sabemos que   <𝒙~𝑵 𝝁, 𝝈

𝒏
entonces el pivote será

𝑇 𝑋, 𝜃 = !"#
$
→ 𝑍:𝑁(0,1)
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5.2.1. Método de la cantidad pivotal

(Martín Pliego,p.134)
La resolución a través del 
sistema de ecuaciones 
suele ser “compleja”… 
ver ejemplo, (Martín 
Pliego,p.134-136)… por 
eso se propone el 
método que describimos 
a continuación.
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5.2.2. Método general de construcción de I.C.
§ Novedad: Prescindimos de la exigencia de que la distribución de 

probabilidad del pivote dependa del parámetro. 

§ Método: Sea una población 𝜉: 𝑓(𝑥, 𝜃) en la que queremos construir un I.C. 
bilateral para 𝜃

1. Elegimos un estimador del parámetro 𝜃, %𝜃 = 𝑇(𝑋) cuya función de probabilidad es 

𝑔( %𝜃; 𝜃)

2. Dado un nivel de confianza γ = 1 − α, se determinan los extremos de un intervalo 
𝑘# 𝛼, 𝜃 y 𝑘$ 𝛼, 𝜃 , tales que

3. Si 𝜉 es continua

%𝜃 = 𝑇 𝑋 : 𝑔( %𝜃; 𝜃)

𝑃 𝑘! 𝛼, 𝜃 ≤ '𝜃 ≤ 𝑘" 𝛼, 𝜃 = 1 − 𝛼

+
#! $,&

#" $,&
𝑔 '𝜃; 𝜃 𝑑 '𝜃 = 1 − 𝛼
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5.2.2. Método general de construcción de I.C.

+
#! $,&

#" $,&
𝑔 '𝜃; 𝜃 𝑑 '𝜃 = 1 − 𝛼

(Martín Pliego,p.137)O bien, siendo
𝛼 = 𝛼! + 𝛼"

+
#! $,&

'
𝑔 '𝜃; 𝜃 𝑑 '𝜃 = 𝛼!

+
('

#" $,&
𝑔 '𝜃; 𝜃 𝑑 '𝜃 = 𝛼"

𝜃∗ = &𝜃
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5.2.2. Método general de construcción de I.C.
De aquí obtenemos los límites
𝑘! 𝛼, 𝜃 y 𝑘" 𝛼, 𝜃

+
#! $,&

'
𝑔 '𝜃; 𝜃 𝑑 '𝜃 = 𝛼!

+
('

#" $,&
𝑔 '𝜃; 𝜃 𝑑 '𝜃 = 𝛼"

0𝑘! 𝛼, 𝜃 = '𝜃
𝑘" 𝛼, 𝜃 = '𝜃y el sistema de ecuaciones integrales

𝜃 𝑋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃 𝑋
Y la solución al sistema 
anterior, nos da los extremos 
del intervalo de confianza

Si la población es discreta 𝝃:𝑷(𝒙𝒊, 𝜽) no siempre será posible obtener un nivel de 
confianza exactamente igual a 1 − 𝛼 y deberemos seleccionar uno aproximado.
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5.2.3. I.C. de longitud mínima
§ Problema: podemos obtener un número infinito de I.C. que verifiquen un nivel de 

confianza 1 − 𝛼, pues los valores que cumplen  𝛼 = 𝛼( + 𝛼), son infinitos.

De todos es PREFERIBLE EL DE AMPLITUD MÍNIMA →∆ PRECISIÓN.

§ Solución 1: Minimizamos la longitud del I.C. por el método de optimización 
condicionada de los multiplicadores de Lagrange:

𝑴𝑰𝑵 𝑫 = 𝜽 𝑿 − 𝜽 𝑿 𝑠. 𝑎. 𝑃 𝜃 𝑋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃 𝑋 = 1 − α

§ Pero, no siempre es posible (ej: distribuciones asimétricas), entonces, aplicamos el 

convenio de 𝛼( = 𝛼) =
*
)
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5.2.3. I.C. de longitud mínima

§ Solución 2: Minimizamos la longitud esperada del I.C. Por el método de 
optimización condicionada de los multiplicadores de Lagrange

𝑴𝑰𝑵 𝑬 𝑫 = 𝑬 𝜽 𝑿 − 𝜽 𝑿 𝑠. 𝑎. 𝑃 𝜃 𝑋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃 𝑋 = 1 − α

§ Pero, tampoco resuelve todos los casos… y  entonces, aplicamos el convenio de 

𝛼( = 𝛼) =
*
)

que coincide en muchas ocasiones con el intervalo de longitud mínima 

(distribuciones simétricas).

De todos los I.C. es PREFERIBLE EL DE AMPLITUD MÍNIMA
→∆ PRECISIÓN.
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5.3. I.C. en poblaciones normales.
§ El método se simplifica: es relativamente sencillo encontrar pivotes.

§ Se analizan los casos con una o dos muestras aleatorias simples, y se estudian los 
I.C. para µ y 𝜎.

§ Procedimiento:
1. Selección del pivote: estadístico estimador del parámetro (que puede tener 

relación con los parámetros de la población).

2. Distribución del pivote: Por las propiedades de la normal, este pivote tendrá una 
distribución de probabilidad conocida (aunque desconozcamos los parámetros).

3. Construimos el I.C.

1. Los Extremos K1 y K2 serán valores concretos de la V.A. con la que se relaciona el 
pivote (Z, tn, Fm,n, …)

2. Operamos con las relaciones entre el pivote y los extremos en intervalo K1 y K2, 
hasta dejar “en el centro de la inecuación” al parámetro poblacional.
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5.3.1. I.C. para µ siendo 𝜉:𝑁 µ,𝜎 conocida 𝜎% con m.a.s.(n)
Et Etapa

1 Selección del pivote: 𝑇 𝑋; µ =
𝑥̅ − µ
𝜎
𝑛

= z

2 Distribución del pivote 𝑥̅: 𝑁 µ,
𝜎
𝑛

3. 
Construimos 
el I.C.

3.1. Intervalo teórico, K1 y 
K2 para 1 − 𝛼

𝑃 𝑘! ≤ 𝑧 ≤ 𝑘" = 1 − α
𝑘! = −𝑧 ⁄" #; 𝑘! = 𝑧 ⁄" #

3.2 Despejamos µ en el I.C.

𝑃 𝑘! ≤ 𝑧 ≤ 𝑘" = 𝑃 𝑘! ≤
𝑥̅ − µ
𝜎
𝑛

≤ 𝑘" =

= 𝑃 −𝑧 $% "

𝜎
𝑛
≤ 𝑥̅ − µ ≤ 𝑧 $% "

𝜎
𝑛
= 𝑃 −𝑧 $% "

𝜎
𝑛
− 𝑥̅ ≤ −µ ≤ 𝑧 $% "

𝜎
𝑛
− 𝑥̅ =

= 𝑃 𝑥̅ − 𝑧 ⁄! "
"
# ≤ µ ≤ 𝑥̅ + 𝑧 ⁄! "

"
# = 1 − 𝛼 𝑥̅ − 𝑧 $% !

𝜎
𝑛

𝑥̅ + 𝑧 $% !

𝜎
𝑛

𝑥̅

0
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5.3.1. I.C. para µ siendo 𝜉:𝑁 µ,𝜎 conocida 𝜎% con m.a.s.(n)

𝑥̅ − 𝑧 $% !

𝜎
𝑛

𝑥̅ + 𝑧 $% !

𝜎
𝑛

𝑥̅

0

(Martín Pliego, p. 144)
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5.3.2. I.C. para µ siendo 𝜉:𝑁 µ,𝜎 desconocida 𝜎% con m.a.s.(n)
Et Etapa

1 Selección del pivote: 𝑇 𝑋; µ =
𝑥̅ − µ

𝑠!
𝑛 − 1

= 𝑡&'(

2 Distribución del pivote
𝑥̅: µ + 𝑡&'(

𝑠!

𝑛 − 1

3. 3.1. Intervalo teórico, K1 y K2 para 1 − 𝛼 𝑃 𝑘( ≤ 𝑡&'( ≤ 𝑘! = 1 − α
𝑘( = −𝑡 ⁄! "; 𝑘( = 𝑡 ⁄! "

𝑃 𝑘! ≤ 𝑧 ≤ 𝑘" = 𝑃 −𝑡 $% "
≤

𝑥̅ − µ

𝑠"
𝑛 − 1

≤ 𝑡 $% "
=

= 𝑃 −𝑡 "# $

𝑠$

𝑛 − 1 ≤ 𝑥̅ − µ ≤ 𝑡 "# $

𝑠$

𝑛 − 1 = 𝑃 −𝑡 "# $

𝑠$

𝑛 − 1 ≤ −µ ≤ 𝑡 "# $

𝑠$

𝑛 − 1 − 𝑥̅ =

= 𝑃 𝑥̅ − 𝑡 ⁄! "
$"

#%&
≤ µ ≤ 𝑥̅ + 𝑡 ⁄! "

$"

#%&
= 1 − 𝛼

𝑥̅ − 𝑡 $% !

𝑠!

𝑛 − 1
𝑥̅ + 𝑡 $% !

𝑠!

𝑛 − 1𝑥̅

−𝑡 $% !
𝑡 $% !

0
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5.3.2. I.C. para µ siendo 𝜉:𝑁 µ,𝜎 desconocida 𝜎" con m.a.s.(n)

(Martín Pliego, p.146) 𝑥̅ − 𝑡 $% !

𝑠!

𝑛 − 1
𝑥̅ + 𝑡 $% !

𝑠!

𝑛 − 1𝑥̅

−𝑡 $% !
𝑡 $% !

0
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19



5.3.3. I.C. para 𝜎%siendo 𝜉:𝑁 µ,𝜎
Et Etapa

1 Selección del pivote: 
𝑇 𝑋; 𝜎" =

𝑛𝑠"

𝜎"
= 𝜒&'!"

2 Distribución del pivote
𝑠" =

𝜎"

𝑛
𝜒&'!"

3. 3.1. Intervalo teórico, K1

y K2 para 1 − 𝛼
𝑃 𝑘! ≤ 𝑧 ≤ 𝑘" = 1 − α

𝑘! = 𝜒 ! &'!
" ; 𝑘! = 𝜒 " &'!

"

𝑃 𝑘( ≤ 𝜒BC() ≤ 𝑘) = 𝑃 𝜒 ( BC(
) ≤ BD!

E!
≤ 𝜒 ) BC(

) =

= 𝑃
1
𝑛𝑠) 𝜒 ( BC(

) ≤
1
𝜎) ≤

1
𝑛𝑠) 𝜒 ) BC(

) =

= P #$"

' " ./0
" ≤ 𝜎( ≤ #$"

' 0 ./0
" = 1 − 𝛼 𝑛𝑠!

𝜒 ! &'(
!

𝑛𝑠!

𝜒 ( &'(
!

𝜒 ( &'(
! 𝜒 ! &'(

!
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5.3.3. I.C. para 𝜎%siendo 𝜉:𝑁 µ,𝜎
= P #$"

' " ./0
" ≤ 𝜎( ≤ #$"

' 0 ./0
" = 1 − 𝛼

𝑛𝑠!

𝜒 ! &'(
!

𝑛𝑠!

𝜒 ( &'(
!

𝜒 ( &'(
! 𝜒 ! &'(

!

÷÷
ø

ö
çç
è

æ --
=

-

--
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1
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2
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En función de la 
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5.3.3. I.C. para 𝜎%siendo 𝜉:𝑁 µ,𝜎 = P #$"

' " ./0
" ≤ 𝜎( ≤ #$"

' 0 ./0
" = 1 − 𝛼

https://www.statology.org/how-to-easily-plot-a-chi-square-
distribution-in-r/
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5.3.3. I.C. para 𝜎%siendo 𝜉:𝑁 µ,𝜎
= P #$"

' " ./0
" ≤ 𝜎( ≤ #$"

' 0 ./0
" = 1 − 𝛼

𝑛𝑠!

𝜒 ! &'(
!

𝑛𝑠!

𝜒 ( &'(
!

𝜒 ( &'(
! 𝜒 ! &'(

!

(Martín Pliego, p.148)
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5.4.1.  I.C. para en poblaciones no normales (Caso General)
§ Si conocemos 𝐹 𝑋, 𝜃 recurrimos a lo explicado en 5.2.

§ Si no conocemos 𝐹 𝑋, 𝜃 recurrimos a la desigualdad de Chevychev (pero es 
necesario conocer la varianza) para construir un I.C. para µ.

§ La expresión general de Chevychev es 𝑃 𝑥̅ − µ ≤ 𝑘 𝑉 𝜉 ≥ 1 − 1
2(

§ Si usamos como 𝜉 a 𝑥̅ ( buen estimador de µ), e igualamos 1 − 𝛼= 1 − 1
2(

𝑃 𝑥̅ − µ ≤ 𝑘
𝜎
𝑛
≥ 1 − 𝛼

§ Obtenemos el IC: 𝑃 𝑥̅ − 𝑘 3
4
≤ µ ≤ 𝑥̅ + 𝑘 3

4
≥ 1 − 𝛼

con lo que µ ∈ #𝒙 − 𝒌 𝝈
𝒏
, #𝒙 + 𝒌 𝝈

𝒏
𝐜𝐨𝐧 𝐮𝐧 𝐧𝐢𝐯𝐞𝐥 𝐝𝐞 𝐜𝐨𝐧𝐟𝐢𝐚𝐧𝐳𝐚 𝐝𝐞 𝐚𝐥 𝐦𝐞𝐧𝐨𝐬 𝟏 − 𝜶
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5.4.1.  I.C. para en poblaciones no normales (Caso General)

µ ∈ 1𝒙 − 𝒌 𝝈
𝒏 , 1𝒙 + 𝒌

𝝈
𝒏

𝐜𝐨𝐧 𝐮𝐧 𝐧𝐢𝐯𝐞𝐥 𝐝𝐞 𝐜𝐨𝐧𝐟𝐢𝐚𝐧𝐳𝐚
𝐝𝐞 𝐚𝐥 𝐦𝐞𝐧𝐨𝐬 𝟏 − 𝜶
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5.4.2.A.  I.C. para 𝜃 en poblaciones no normales : grandes muestras
§ Si 𝑛 → ∞ entonces &𝜃)* es al menos, asintóticamente normal, insesgado y eficiente (puede serlo 

extrictamente). 

'𝜃)* + ↔ -→'
𝑁 𝜃, 𝑉 𝜃

§ Su varianza asintótica coincide con el inverso de la información de Fischer (CCR).

𝑉 !𝜃 = 𝐼 𝜃 C( =
1

𝑛𝐸 𝜕 ln 𝑓 𝑥, 𝜃
𝜕𝜃

) = 𝐶𝐶𝑅

§ Luego la cantidad pivotal

𝑇 𝑋; 𝜃 =
!𝜃 − 𝜃

𝑉 !𝜃
B→X

𝑍:𝑁(0,1) 𝑃 !𝜃 − 𝑘 𝑉 !𝜃 ≤ 𝜃 ≤ !𝜃 − 𝑘 𝑉 !𝜃 = 1 − α

§ Si no se conoce 𝑉 &𝜃 , puede sustituirse por su estimación Z𝑉 &𝜃 , sin que ello afecte apreciablemente a 

la bondad de la aproximación.
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5.4.2.A.  I.C. para 𝜃 en poblaciones no normales : grandes muestras

𝑃 !𝜃 − 𝑘 𝑉 !𝜃 ≤ 𝜃 ≤ !𝜃 − 𝑘 𝑉 !𝜃 = 1 − α

www.pacorabadan.com
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5.4.2.B.  I.C. para 𝜋 en poblaciones dicotómicas : grandes muestras
§ Si 𝑛 → ∞ entonces &𝜃)* es al menos, asintóticamente normal, insesgado y eficiente (puede serlo 

extrictamente). 

D𝜋)* + ↔ -→'
𝑁 𝑝, /(!(/)

-
§ Luego la cantidad pivotal

𝑇 𝑋; 𝜋 =
𝑝 − 𝜋

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

:→<
𝑍:𝑁(0,1) 𝑃 𝑝 − 𝑍 => $

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

≤ 𝜋 ≤ 𝑝 − 𝑍 => $

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

= 1 − α
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5.4.2.B.  I.C. para 𝜋 en poblaciones dicotómicas : grandes muestras

(Martín Pliego,p.153)

𝑇 𝑋; 𝜋 =
𝑝 − 𝜋

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

:→<
𝑍:𝑁(0,1)

𝑃 𝑝 − 𝑍 => $

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

≤ 𝜋 ≤ 𝑝 − 𝑍 => $

𝑝(1 − 𝑝)
𝑛

= 1 − α

www.pacorabadan.com
29



5.5.A. n ?, I.C. para µ  𝜉:𝑁 µ,𝜎 con 𝜎% conocida, 

§ Recordemos: si 𝜉:𝑁 µ, 𝜎 con 𝜎$ conocida, entonces 𝑃 𝑥̅ − 𝑧 ⁄! "

&
'
≤ µ ≤ 𝑥̅ + 𝑧 ⁄! "

&
'
= 1− 𝛼, expresión 

equivalente a 𝑃 𝑥̅ − µ ≤ 𝑧 ⁄! "
&
'
= 1− 𝛼

§ Error en la estimación e = 𝑥̅ − µ . Si lo llevamos al límite aceptado 𝑥̅ − µ = 𝑧 ⁄! "
&
'

, es posible 

determinar el tamaño de la muestra necesario, despejando n.

𝑛 =
𝑧 2$ "

"
𝜎"

𝑒"
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5.5.A. n ?, I.C. para µ  𝜉:𝑁 µ,𝜎 con 𝜎% conocida, 𝑛 =
𝑧 2$ "

"
𝜎"

𝑒
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5.5.B. n ?, I.C. para µ  𝜉:𝑁 µ,𝜎 con 𝜎% desconocida, 

§ Recordemos: si 𝜉:𝑁 µ, 𝜎 con 𝜎! conocida, entonces 𝑃 𝑥̅ − 𝑡 ⁄! "
*"

&'(
≤ µ ≤ 𝑥̅ + 𝑡 ⁄! "

*"

&'(
= 1 − 𝛼, expresión 

equivalente a 𝑃 𝑥̅ − µ ≤ 𝑡 ⁄! "
*"

&'(
= 1 − 𝛼

§ Error en la estimación e = 𝑥̅ − µ . Si lo llevamos al límite aceptado 𝑥̅ − µ = 𝑡 ⁄! "
*"

&'(
, es posible determinar 

el tamaño de la muestra necesario, despejando n.

𝑛 =
𝑡 2$ "

"
𝑠"

𝑒"
− 1
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5.5.C. n ?, I.C. para π , 𝜉:𝐵(1,𝜋)

§ Recordemos: si ;
𝜉: 𝐵 1, 𝜋
p = >𝜋?@
𝑛 → ∞

p→
A
𝑁 𝜋, #BC

C
. y,entonces 𝑃 𝑝 − 𝑍 ⁄( )

E(#BE)
:

≤ 𝜋 ≤ 𝑝 − 𝑍 ⁄( )
E(#BE)

:
=

1 − α, expresión equivalente a 𝑃 𝑝 − 𝜋 ≤ 𝑍 ⁄( )
E(#BE)

:
= 1 − 𝛼

§ Error en la estimación e = 𝑥̅ − µ . Si lo llevamos al límite aceptado 𝑝 − 𝜋 ≤ 𝑍 ⁄( )
E(#BE)

:
, es posible 

determinar el tamaño de la muestra necesario, despejando n.

§ Si no disponemos de una estimación previa 𝑝 = >𝜋?@, entonces “nos ponemos en el peor de los 
casos de máxima varianza”, cuando π=0,5, y entonces

𝑛 =
𝑍 +, (

(
𝑝 (1 − 𝑝)
𝑒(

𝑛 =
𝑍 +, (

(

4𝑒(
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5.5.C. n ?, I.C. para π , 𝜉:𝐵(1,𝜋)

𝑛 =
𝑍 +, (

(
𝑝 (1 − 𝑝)
𝑒( 𝑠𝑖 𝑉 𝜋 = 0,5 → 𝑛 =

𝑍 &' %

%

4𝑒%

(Martín Pliego,p.156)
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