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5.1. Introduccion
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= Problematica: En la estimacién puntual (tema 3) no sabemos si 8 es

préximo 6 dada la muestra X. ;Cuanto nos equivocamos?

= Capitulo 4: Inferencia Frecuentista

Estimacién Puntual

Uno de los objetivos principales de la estadistica es estimar parametros
desconocidos. Para aproxi estos para se escoge un esti es
decir, una funcién que depende de observaciones tomadas aleatoriamente.

Para entender esta idea, vamos a estimar el valor de 7 escogiendo
aleatoriamente puntos distribuidos uniformemente en un cuadrado que
contiene un circulo inscrito. Recuerda que el valor de 7 puede expresarse
como la razén entre las dreas.
=
Seircle = T 4 Seircle

= =
Suquare = 417 Ssquare

Ahora, podemos estimar esta razén con los puntos que hemos escogido
como muestra. Si m es el nmero de observaciones en el circulo y 2 el total
de puntos escogidos en el cuadrado, definimos nuestro estimador # como:

. m
f=4—
n
Se puede que este esti tiene dos p
insesgado (o centrado) y consistente.
m—om a-
n=o0m #
Escoge 100 puntos Escoge 1000 puntos

https://seeing-theory.brown.edu/es.html
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5.1. Introduccion

= Problematica: En la estimacién puntual (tema 3) no sabemos si 8 es
préximo 6 dada la muestra X. ;Cuanto nos equivocamos?

= Solucidon: Acompanamos a la estimacién puntual 8 de un intervalo que

[6(X) <6 <6(X)]

" §(X) : Limite inferior

P[Q(X) < 0 < E(X)] —1— = §(X) :Limite superior

=y =1 — a:nivel de confianza

cumple:

= o : nivel de significacién
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5.1. Introduccion P[Q(X) <0< E(X)] —1—a

= [6(X) < 0 < 0(X)| Aleatorio: depende de la muestra X que ha surgido en el
m.a.s(n).

= 9(X) y 6(X) son VARIABLES ALEATORIAS que dependen del resultado del
m.a.s.(n) » X

= 0 no es variable aleatoria, por tanto..
=y =1 — a 6 nivel de confianza: probabilidad de que I.C. incluya a 6

= a 6 nivel de significacién : probabilidad de que I.C. no incluya a 6



@ www.pacorabadan.com

5.1. Introduccion P {0 e [0(X); 6(X))}=1-a.

(Martin Pliego,p.132)

Seleccionada una muestra X, la probabilidad de que el parametro 6 esté inclui-
do en el intervalo [ 8(X); 5(X)] es 1 0 0, dependiendo de que el parametro 0 esté o

no esté entre los dos mimeros en que se convierten (X) y X), al particulari-
zarlos para la muestra X concreta.

En esta situacién no se puede hablar de probabilidad del intervalo al nivel 1-a
sino de confianza puesto que, una vez extraida la muestra X, la probabilidad sera 1
0 0, y no Ia inicial 1-a que se transforma en confianza.

Nivel de conflanza= 0.90
Ejemplo de I.C.
BILATERAL
en una

F

m,n

Fioos,=,24)= 053  Foss,a,24)= 1.94
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5.1. Introduccion

En algunos casos especificos puede interesar construir intervalos de confianza
unilaterales. Para ello se hace &X) =0, con lo que el intervalo de confian-

za adopta la forma [0; &X)], o bien &X) = 0 y el intervalo es [8(X); 0] .

(Martin Pliego,p.133)

Ejemplo de I.C.
™ UNILATERAL .
71\ =~
/ \ en una / 1\

/ \ ] / \
/ \ Z:N(0,1) /1)

)
.
- " 4
-~ -~
-— z —— —— z
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5.2. Métodos de construccion de |.C.
= X obtenida por m.a.s. (n) extraida de una poblacién ¢: F[X, 6] donde 6 € O,
siendo ©® € R.

= T[X, 6] Pivote o cantidad pivotal :
" T[X, 6] depende de 6,
= Su distribucién de probabilidad no depende de 6.

" T[X, 0] es estadistico donde 6 es un valor fijo.

Ejemplo:

g

Sea una poblacién ¢, : N(y, o), sabemos que x~N (u, —ﬁ) entonces el pivote sera

TIX, 0] = =% - 7:N(0,1)

o
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5.2.1. Método de la cantidad pivotal

' TEOREMA

Si la cantidad pivotal T(X; 6) es funcién monétona de 0, es posible determinar un
- intervalo de confianza para el parametro 6.

En efecto, para un nivel de confianza 1~ a se pueden elegir un par de valores
K(a) y K,(a), pertenccientes al campo de variacién de 7(X; ) , tales que

= ——— PIK.(0) <T(X:0) < K.()l=1-a, paratodo 0 e ®.
(Martin Pliego,p.134)

La resolucion a través del
sistema de ecuaciones
I'(X; 8) = Kj(o) suele ser “compleja”...
T(X;0) =K,(a) ver ejemplo, (Martin

Si T(X; 6) es mondtona en 0, se pueden resolver las ecuaciones

obteniéndose los limites 6(X) y 6(X) al despejar 6, con lo que el intervalo busca- P11ego,p. 134'136)' .+ POT
do es €so se propone el

método que describimos

PBX)<0<6X)]=1-a. ) .,
a continuacion. °
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5.2.2. Método general de construccion de I.C.

= Novedad: Prescindimos de la exigencia de que la distribucion de
probabilidad del pivote dependa del parametro.

= Método: Sea una poblacién ¢: f(x, ) en la que queremos construir un I.C.
bilateral para 0

1. Elegimos un estimador del parametro 0, § = T(X) cuya funcién de probabilidad es
g(6;0) 0 =T(X):g(@:0)

2. Dado un nivel de confianza y = 1 — q, se determinan los extremos de un intervalo

e Oyile D @e R Plky(a,0) < 6 < ky(a,0)] = 1—a

3. Si ¢ es continua k,(a,0)
f 9(6:6)d6 =1—a

kl(a,Q)



5.2.2. Método general de construccion de I.C.
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kz(a,e) R R
f g(6;0)dd=1—-a
kl(a,e)
O bien. siendo (Martin Pliego,p.137)
a = daq + a, 8(0*; ) O =0 m
f g9(6;0)d 0 = a;
kl(a,H) .
kz(a,e) R ~ a, o,
f_oo g(6;6)d 8 = a, " _— -

FIGURA 5.1 11
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5.2.2. Método general de construccion de I.C.

f 9(6:0)d 8 = a,
kqi(a,0)

ko(a,0)
f 9(6:0)d 8 = a

— 00

y el sistema de ecuaciones integrales ko (a,0) =6

Y la solucidn al sistema
anterior, nos da los extremos
del intervalo de confianza

De aqui obtenemos los limites
kl (C(, H) Yy k2 (C(, 8)

ki(a,0) = @}

[6(X) <6 <6(X)]

Si la poblacién es discreta &: P(x;, @) no siempre sera posible obtener un nivel de

confianza exactamente igual a 1 — a y deberemos seleccionar uno aproximado.



@ www.pacorabadan.com
5.2.3.1.C. de longitud minima g

= Problema: podemos obtener un numero infinito de I.C. que verifiquen un nivel de
confianza 1 — «a, pues los valores que cumplen a = a4 + a,, son infinitos.

De todos es PREFERIBLE EL DE AMPLITUD MINIMA —A PRECISION.

= Solucién 1: Minimizamos la longitud del I.C. por el método de optimizacién

condicionada de los multiplicadores de Lagrange:

MIND =0(X) — 8(X)s.a.P[0(X) <60 <6(X)]=1—«

= Pero, no siempre es posible (ej: distribuciones asimétricas), entonces, aplicamos el

. (04
conveniode a; = a, = S
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5.2.3.1.C. de longitud minima ‘

De todos los I.C. es PREFERIBLE EL DE AMPLITUD MINIMA
—A PRECISION.

= Solucidon 2: Minimizamos la longitud esperada del I.C. Por el método de

optimizacion condicionada de los multiplicadores de Lagrange

MIN E(D) = E[0(X) — 0(X)|s.a.P[8(X) <0 <6(X)|=1-«a

= Pero, tampoco resuelve todos los casos... y entonces, aplicamos el convenio de

a . . . . . y e
a; =a; = que coincide en muchas ocasiones con el intervalo de longitud minima

(distribuciones simétricas).
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5.3.1.C. en poblaciones normales.

= El método se simplifica: es relativamente sencillo encontrar pivotes.

= Se analizan los casos con una o dos muestras aleatorias simples, y se estudian los
I.C.parapyo.

" Procedimiento:

1. Selecciéon del pivote: estadistico estimador del parametro (que puede tener
relacién con los pardmetros de la poblacién).

2. Distribucién del pivote: Por las propiedades de la normal, este pivote tendra una
distribucién de probabilidad conocida (aunque desconozcamos los parametros).

3. Construimos ell.C.

1. Los Extremos K, v K, seran valores concretos de la V.A. con la que se relaciona el
pivote (Z,t,, Fryn, -.2)

2. Operamos con las relaciones entre el pivote y los extremos en intervalo K; y K,
hasta dejar “en el centro de la inecuacién” al parametro poblacional.



@ www.pacorabadan.com

5.3.1.1.C. para usiendo &: N(p, o) conocida o con m.a.s.(n) .
Et  Etapa |
1 Seleccién del pivote: T(X; ) = X—p ,
) - 0' —
Jn
2 Distribucién del pivote . v
x.N(u,\/ﬁ)
3. 3.1.Intervalo teérico,K;y Plk;<z<k,]=1—-«
Construimos K;paral—«a ki = —za;; ki = Za,
ell.C.

3.2 Despejamos p en el I.C.

k]_Sf;_uSk2]=
o A o \/Gn _ o _
:P[—Za/z\/—r_lSX—MSZa/zﬁ] :P[—Za/z\/—ﬁ—XS—MSZa/Zﬁ—xl =

P[k]_SZSkz]:P

_ o _ o
=P[x—Za/2\/—HSMSX+Za/2\/—H]=1—(X




@ www.pacorabadan.com

5.3.1.1.C. para psiendo &: N(u, @) conocida a? con m.a.s.(n) .

EJEMPLO 4

De una poblacién N(u; 3) se extrae una muestra aleatoria simple de tamafio 25 siendo
25

Zx, = 60.

i=1

Determinese el intervalo de confianza del 95% para la media de la poblacién.

Tenemos que

y, por otra parte, en una distribucién N(0; 1) si
P[-K < N(0:1) < K] =095
entonces K = 196.

El intervalo de confianza del 95% para la media p resulta

{2,4 -1,96 -—3-: 2,4 +196 i] >

J2s V25
es decir, la media p se encontraré incluida previsiblemente en el intervalo
[1,224;3576 ]

con una confianza del 95%. (Martin Pliego, p. 144)

“Za2

Zap
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5.3.2.1.C. para psiendo é: N(, o) desconocida 6 con m.a.s.(n) :

1
2

Seleccion del pivote: S X—n

Distribucion del pivote

f:u"*'tn—l IS

3. 3.1.Intervalo tedrico,K; yK;para 1 — a Plki <t 1<k]=1-«
ki = —tay,; ky = by,
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5.3.2.1.C. para psiendo &: N(, o) desconocida a® con m.a.s.(n) 1
EJEMPLO 5
En una poblacién N(u; o), donde se desconoce el valor del pardmetro o, se obtiene una
muestra aleatoria simple de tamafio 10, en la que

10

I

10
x, =41y fo=229.
i=1

i=1

Hillese el intervalo de confianza del 90% para la media de la poblaci6n.

Como

— = =4
0

L2
X
i
2 w2 _ iwl 2 229 2
sf=a,-X" = -(4,1)° = —~-(4,1)" = 6,09
a, p, (4,1 0 4,1

XxX=

x
n 1

y dado que en una distribucién {(n —~1) = #(9) el intervalo del 90% se obtiene para un valor ¢
tal que

Pl-1<1(9)=1]=09
¢ = 1,8331.

El intervalo de confianza de longitud minima para p en este caso resulta

.
[4,1 18331 1’6_'3‘9'; 41418331 J-‘?Lg’i j = [2,592; 5,608].

(Martin Pliego, p.146)




5.3.3.1.C. para g%siendo &: N(p, o)

1 Seleccion del pivote: ,.  ns? .
T(X;0°) = 2~ An-1
2 Distribucién del pivote , 0%
S™="Xn-1
n
3. 3.1. Intervalo tedrico, K; Plky;<z<k;]=1—-a
yKyparal — « ki = X(21)n—1; ki = )((Zz)n-1
2
2 _ 2 ns- 2 —
P[kl < An-1 = kZ] =P [X(l)n—l = 2 = X(Z)n—l] _
» [ 1, _1_ 1,
— _ < < X _ =
ns2 XWn-1= 7= 2 X(2)n-1

IA

ns? ns?
Y RPN NP
X2)n-1

@ www.pacorabangn.com

2
X(n-1
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=P |—
5.3.3.1.C. para o?siendo E:N(y,0) L‘(Z)n—l
(n _1)5171—12 . (n _1)‘Sn—l2

ns

2

0.2

IA

ns
2

<

2

B X(1)n—1]

121— a

intervalo = . : -
Z (a/2) Z (1-a/2)
En funcion de la
cuasivarianza
muestral
a2 ) of?
X1 a2 X’ a2
PX,, <80 et xr vy g = plaDS e 2 (2705,
g X- Xz

ail l-a/2

2
X(D)n-1
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nSZ 22
2 S 0-2 S 2 — 1 - (X
X2)n-1 X(1)n-1

ns?

5.3.3.1.C. parag?siendo &: N(u, o) |= P

The following code illustrates how to fill in the portion of the density plot for the x values
lying outside of the middle 95% of the distribution:

#create density curve
curve(dchisq(x, df = 10), from = 0, to = 40,
main = 'Chi-Square Distribution (df = 10)°',

Chi-Square Distribution (df = 10)

ylab = 'Density’, ‘C_) 1
lwd = 2) o
#find upper and lower values for middle 95% of distribution
lower95 <- qchisq(.025, 10) g —
upper95 <- gchisq(.975, 10) O
#create vector of x values
x_lower95 <- seq(0, lower95) 8 —
> o
#create vector of chi-square density values ‘»
p_lower95 <- dchisq(x_lower95, df = 10) qc)
o 3
#fill in portion of the density plot from @ to lower 95% value o
polygon(c(x_lower95, rev(x_lower95)), c(p_lower95, rep(@, length(p_lower95))),
col = adjustcolor('red', alpha=0.3), border = NA) o~
(:? —
#create vector of x values o
Xx_upper95 <- seq(upper95, 40)
o
#create vector of chi-square density values O -
p_upper95 <- dchisq(x_upper95, df = 10) © | | | | 1
#fill in portion of the density plot for upper 95% value to end of plot 0 10 20 30 40

polygon(c(x_upper95, rev(x_upper95)), c(p_upper95, rep(0, length(p_upper95))),
col = adjustcolor('red', alpha=0.3), border = NA)

https://www.statology.org/how-to-easily-plot-a-chi-square-
distribution-in-r/
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5.3.3.1.C. para g%siendo &: N(p, o) (ons]

Xom-1  X(D)n-1 .
EJEMPLO 6

Con la misma informacién muestral del ejemplo anterior, determinese el intervalo de confian-
za del 80% para la varianza o” de una poblacién normal.

Los valores K| y K, , extremos del intervalo correspondiente a una distribucién x’(n ~1),

PIO) = K,] = 090

P[¥’(9) = K,] = 010

%°(9), se obtienen sabiendo que

resultando, pues i
= 4168 .

Kl
K, = 14,684 .

El intervalo deseado es

10-6,09 10609
14,684 ' 4168

} = [4,47; 14,611).

(Martin Pliego, p.148) X1
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5.4.1. |.C. para en poblaciones no normales (Caso General)

= Si conocemos F|[X, 6] recurrimos a lo explicado en 5.2.

" Sino conocemos F|[X, 0] recurrimos a la desigualdad de Chevychev (pero es
necesario conocer la varianza) para construir un I.C. para p.

. _ 1
= La expresion general de Chevychev es P[Ix —yl < k\/ V(¢ | >1— =

1

= Si usamos como ¢ a X ( buen estimador de p), e igualamos 1 —a=1 — 2

o
P[If—uISk\/—ﬁlzl—a

— o — o
ObtenemoselIC.Plx—k\/—ﬁS qu+k\/—ﬁ] >1—a

con lo que | € [E — k in, X + k ~=| con un nivel de confianza de al menos 1 — «

Vn Vn
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5.4.1. |.C. para en poblaciones no normales (Caso General)
EJEMPLO 7

De una poblacién con o® =11, se extrac una muestra aleatoria simple de tamafio n = 36 I.l = [E k o f + k g ]
siendo la suma de sus clementos \/1—1 ) \/ﬁ

16

>’ x, = 180.

=1 con un nivel de confianza
Determinese el intervalo de confianza para la media poblacional p de, por lo menos, el 90%. de al menos 1 — «
Como

1

1—-a=(),90=1—F,

tendremos que K = 3162, y como

el intervalo de confianza para p de, por lo menos, el 90% es

[ Ji1 JA1

5-3162 —; 5+3,162 —] = [3,255; 6,745].

V36 V36
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5.4.2.A. |.C. para @ en poblaciones no normales : grandes muestras

= Sin — o entonces 0, es al menos, asintéticamente normal, insesgado y eficiente (puede serlo

extrictamente).

N

AN

Omy

7

d &(n—oo)

N (9,\/@)

= Su varianza asintética coincide con el inverso de la informacién de Fischer (CCR).

v(0) =[1(6)]"

* Luego la cantidad pivotal

T(X;0) =

V()

»Z:N(0,1)

1

= (CCR

. [a 1n[](;(8x, e)]r

—

P(é—kmsesé—km)ﬂ—a

= Sino se conoce V(é), puede sustituirse por su estimacién V(é), sin que ello afecte apreciablemente a

la bondad de la aproximacidn.
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5.4.2.A. |.C. para @ en poblaciones no normales : grandes muestras

EJEMPLO 8 P é—k/v(é)sasé—k/v(é) =1—«

En una poblacién con distribucién exponencial dada por

f(x; 0) = 1 e 0 '; x20, 6>0. Por la propiedad de invarianza de los estimadores miximo verosimiles, tendremos que
0
Se extrae una muestra de tamafio n = 100 en la que V’(\é) - Qz_) - fz_ .
100 100 " "
Zx, =214 y fo = 1.016, Para la muestra obtenida
iw] i=1
N
Determinese el intervalo de confianza del 90% para el pardmetro 6. . Z X 214
B=r=l_="_"=214
n 100
Puede comprobarse, facilmente, que el estimador mdximo verosimil del parfimetro 6 en esta N _ X
poblacién es V@) = = = 247 0,045796.
=% Para un nivel de confianza del 90%, el valor tabular K se determina sabiendo que
y Sl Vahania P[-K < N(0; 1) < K] = 090,
2
V(@) = V(@) = i - 6_ donde K = 1,64, y el intervalo de confianza para 0 resulta
n o n

P24 - 1,64 |J0,045796; 2,14 + 1,64 |J0,045796 | = [2,105; 2,491].

siendo la varianza poblacional desconocida, puesto que o* = 6%,
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5.4.2.B. |.C. para it en poblaciones dicotomicas : grandes muestras

= Sin — o entonces 0, es al menos, asintéticamente normal, insesgado y eficiente (puede serlo

Ry s N p’\/p(l—p)

d <—>(n—>oo§ n

extrictamente).

* Luego la cantidad pivotal

p—T

T(X;T) = > Z:N(0,1 fp(l—p) /p(l—p)

( T[) ,p(l_p)n—wo ( ) ‘P(}?—Za/z n ST[Sp—Za/Z n >=1—O(
n
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5.4.2.B. |.C. para it en poblaciones dicotomicas : grandes muestras

EJEMPLO 9

De una urna con bolas blancas y negras se obtiene una muestra aleatoria simple de tamafio
n = 140, observandose 80 bolas blancas.

Hillese el intervalo de confianza de la proporcién p de bolas blancas de la urna al nivel

p—T

del 99,7%. T(X;m) = —
/p(l —p)"
Al repetir el experimento B(l; p), extraccién de bolas con reposicién de la urna, un niimero n

> Z: N(0,1)

de 140 veces con un resultado de 80 bolas blancas, ¢l estimador miximo verosimil de la
proporcion p es

¥
a i=1 ! 80
p=" =0 =% p(1—p)
140 P|p—Za), |———<nm<p-—Za,
El valor tabular K se determina teniendo en cuenta que n

p(1—p) _q
—|=1-«
n

P[-K < N(0; 1) < K] = 0997,
donde K = 3.

Por tanto, ¢l intervalo de confianza para p es

[0,57 -3 J 957 4 - 0.57) 10,57 +3 J 057 - 057) ] = [0,445; 0,696].
140 140

(Martin Pliego,p.153)
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5.5.A.n?2,I.C. para . & N(, o) con g% conocida,

= Recordemos:si &: N(, o) con o2 conocida, entonces P [JE — Zay, \% SUSX+ Zay, \%T] =1 — a, expresion

equivalente a P [lf —ul < Zay, \%] =1—-a

" Error enla estimacion e = |x — p/. Silo llevamos al limite aceptado |x — p| = za/, \%T’ es posible

determinar el tamafio de la muestra necesario, despejando n.

(2a,)

62

n =
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2
2
5.5.A.n?2,1.C.para p & N(y, o) con o conocida,|;; — (Za/Z) ’

e

EJEMPLO 10
Determinese ¢l tamano de la muestra necesario para estimar la media p de una poblacién
con ¢ = 4.2, sise quiere tener una confianza del 95% de que el error de estimacién se

sitie, como mucho, entre +0,05.

Como 1-a =095, en las tablas de la N(0; 1) se obticne K = 196, por tanto,

o (L96)' - (427

005y = 27.106 elementos muestrales
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5.5.8.n2,1.C. para p &: N(p, o) con o desconocida,

o2z o2z
= Recordemos:si é: N(i, o) con o2 conocida, entonces P lf — tay, \/ ns_—l SUSX+ta, \/ * | =1 — a, expresién

n-1
2
equivalente a P [If —ul < ta, fﬁ] =1—-a

2
" Error en la estimacién e = |x — p|. Silo llevamos al limite aceptado |x — p| = ta/, \/ ns—_1’ es posible determinar

el tamafio de la muestra necesario, despejando n.

(tay,) 5?

n = —1
02
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&:B(1,m) — )
: A 1- p(1-p) p(1-p)
" Recordemos:si p = 7, ( P 2 N (n\/ ﬂ”)_ y.entonces P (p — Za/z\/ —— ST Sp- Za/z\/ " =
n — oo

1 — a, expresién equivalente a P [Ip — 1| < Z%\/pu—p)] =1—-a

n

" Error en la estimacién e = |x — y|. Si lo llevamos al limite aceptado|p — 7| < Za/, \/ B(1-P)

(Za/z)2 p(1—p)

e?2

, €s posible

determinar el tamarno de la muestra necesario, despejando n.

n =

= Sino disponemos de una estimacidén previa p = 77y, entonces “nos ponemos en el peor de los

casos de maxima varianza”, cuando m=0,5, y entonces 2
(2,)
2

n p—
4e?




55C.n?21C param, ¢:B(1,m) @ www.pacorabadan.com

34

(ZO‘/Z)2 p(1-p) El peor de los casos ( Za/ )2
= siV(m) =05 - n= 2

n =

4e?

EJEMPLO 11

Determinese el tamafio muestral necesario para estimar la proporcién p de una poblacion,
con una probabilidad del 99,7% de que el error cometido en la estimacion seca como mucho
del +2%.

Al nivel 1-a = 0997, le corresponde un valor tabular, en la N(0; 1), X = 3, por tanto,

2
n= 3 = 5.625. (Martin Pliego,p.156)
4 -(0,02)*
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