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1. Parametros poblacionales y estadisticos
muestrales

* En general diremos que los parametros poblacionales son las
caracteristicas numeéricas de la poblacion.

* En concreto, un parametro es una concrecion numeérica de la distribucion de
la poblacion.

* El conocimiento del parametro permite describir de forma parcial o total la
funcion de probabilidad de |a variable poblacional que estamos estudiando.
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1. Parametros poblacionales y estadisticos
muestrales (Ejemplo)

* Sabemos que la duracién de cierto componente electrénico sigue una
distribucion exponencial, con la siguiente funcién de densidad:

fx)=0e % x>0,
pero esta funcion de densidad no estara totalmente determinada hasta
gue no sepamos el valor del parametro 6.

* Del mismo modo ocurriria con las poblaciones:
* N(u,0),
* Poisson(A),
* Ula,b], ...
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1. Parametros poblacionales y estadisticos
muestrales (Ejemplo)

* Por tanto, el problema surge cuando conocemos la forma de |la
distribucion de probabilidad de la poblacion, pero ésta depende de
un(os) parametro(s) desconocido(s).

* Mediante el procedimiento de muestreo aleatorio simple (m.a.s.)
seleccionaremos una muestra de tamafo n, X = {xq, X, ..., X, } Y
obtendremos una expresion o funcion de las variables muestrales que
nos proporcione un valor aproximado del parametro desconocido, es
decir, una estimacion.

* Estimaremos los parametros poblacionales mediante estadisticos
obtenidos empleando las observaciones de una muestra aleatoria, que
llamaremos Estadisticos Muestrales.
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1. Parametros poblacionales y estadisticos
muestrales (Ejemplo)

* ESTADISTICO T (X): Es cualquier funcidn real de las variables aleatorias
qgue integran la muestra, es decir, es una funcion de las observaciones
muestrales que no contiene ningun valor o parametro desconocido. En
general lo representaremos por: T = g(X) 6 T(X)
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1. Parametros poblacionales y estadisticos
muestrales (Ejemplo)

_ Parametro poblacional Estadistico muestral

: — . — 1 _
Media E@)=p=a a; = 1_12?=1xi =X
Varianza V() =0%=a, —aj 1< 1
2 =\ 2 2 =2 2
S =—Z(x-—x) = —Z(x-) —X“=a;—a
X n L n i 1 1
i=1 i=1
Cuasivarianza __n 2 2 =L yn (x; — f)2=L52
VI(E) - n— 1 o 1x n—1 i=1 L n—1 X
Proporcion P o T] : numero de éxitos P o t: nUmero de éxitos en un m.a.s. sobre una poblacion
dividido por el niumero de binomial respecto del nUmero de encuestados (n).

ensayos en una poblacion
binomial
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2. Distribucion de los estadisticos muestrales

* Los estadisticos muestra les se calculan a partir de los valores x; de
una muestra aleatoria X = {xq, x,, ... X, }, y por tanto son variables
aleatorias, y como una distribucion de probabilidad.

* La distribucion exacta de los estadisticos dependera del tamafio de la
muestra n.

* Nos interesara conocer las distribuciones de probabilidad de algunos
estadisticos muestrales, en concreto:

a) Media muestral: x
b) Varianza y cuasivarianza muestral: s2 y s%,
c) En poblaciones dicotdémicas, la proporcion muestra! (t 6 p*).
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2. Distribucion de los estadisticos muestrales

(Ejercicio)

En una empresa dedicada al transporte de mercancias se estudia el absentismo
laboral, es decir, el nUmero de dias que ha faltado al trabajo un empleado elegido
aleatoriamente de la plantilla total. Se sabe que durante el ultimo afho, han causado
baja un dia el 50% de los trabajadores, dos dias el 40% y tres dias el resto. Si se
toma una m.a.s. de tamano dos (X1 X2), se pide:

1. Distribucion de probabilidad de la variable aleatoria "numero de dias que ha
faltado al trabajo un empleado", asi como su media y varianza.

2. Distribucion de probabilidad del estadistico media muestra!, asi como su
esperanza y varianza.

3. Distribucion de probabilidad del estadistico varianza muestral, y su esperanza.
4. Calcular la probabilidad de que el estadistico media muestral sea menor que 2.
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2. Distribucion de los estadisticos muestrales

(Ejercicio)
POBLACION
€. nO dias falta al trabajo x=1 X=2 X=3
P(&=xi) 0,50 0,40 0,10

PARAMETROS POBLACIONALES:
E(E)=p= D x;P(¢ =x)=1%0,50+2*%0,40+3%0,10 = 1,6
Vxi
V) =2 = > x,°P(& = x;) - u? = (12 %0,50+2% *0,40 + 32 *0,10) - (1,6)% = 0,44
Vxi
Vi(€) = (n/n-1)*c?=(2/1)*0,44 = 0,88
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2. Distribucion de los estadisticos muestrales

(Ejercicio)
M.A.S. n=2

Muestras Media muestral Varianza muestral Probabilidades

(Xl XZ) x—l _ (x1 + xz) S2' _ é (xi _ x)z P(X:xl; X:Xz)
2 X 2
i=1
l 2 xi — 2 =
(1.2) % = 1+2) ;s g2 _(Q ~1,5)% +(2-15)?2 _ 0.25 P(x; =1;x5 =2)=0,5%0,4=0,20
2 xi — ) =V

(1,3) 2 1 0,05
(2,1) 1,5 0,25 0,20
(2,2) 2 0 0,16
(2,3) 2,5 0,25 0,04
(3,1) 2 1 0,05
(3,2) 2,5 0,25 0,04
(3,3) 3 0 0,01
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2. Distribucion de los estadisticos muestrales

(Ejercicio)

Segun los anteriores resultados, la distribucién de probabilidad del estadistico media muestral X seria:

Xi 1 1,5 2 2,5 3
P, 0,25 0,40 0,26 0,08 0,01

Esperanza y _v_arianza _qe la media muestral:
E( x) = Zx,.P(i =x;)=1%0,25+1,5%0,40+2*0,26+2,5*%0,08+3*0,01 =1,6
Vxi
V( x)= [ VZ:;;.—ZP(f =x1) |- (E(x)* = (12 *0,25+1,52 *0,40+ 22 *0,26 + 2,57 *0,08 + 3% *0,01) - (1,6)* =0,22
RELACIONES ENTRE LOS PARAMETROS POBLACIONALES Y EL ESTADISTICO MEDIA MUESTRAL:
Se cumple que: E()_c) = u=E() V()_C) = g’—:—

La distribucién de probabilidad del estadistico varianza muestral S%, seria:

SZxi

0

0,25

1

P,

0,42

0,48

0,10

Esperanza de la varianza muestral: E(S, ?) = (0*0,42)+(0.25%0,48)+(1*0,10) = 0,22

11
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2. Distribucion de los estadisticos muestrales

(Ejercicio)

RELACIONES ENTRE LOS PARAMETROS POBLACIONALES Y EL ESTADISTICO VARIANZA
MUESTRAL:

Se cumple que: E(Sf) L -1 o’

La varianza de la Varianza Muestral se obtiene como:
V(S2)=(0%*0,42)+(0.25%*0,48)+(12*0,10)—(0.22%) = 0,0816



www.pacorabadan.com

3. Distribucion de los estadisticos muestrales
para poblaciones normales N(u, o)

3.1 Distribucién de la media muestral cuando se conoce la varianza poblacional (c?)

Al estudiar la propiedad aditiva o reproductiva de una poblacién Normal, deciamos que si X;,X,...., X, son
variables aleatorias independientes, distribuidas cada una de ellas segun una N(y;;o;)para i=1,2,...,n,

entonces la variable Z=X;+X,+....+X, seguia una distribucion Normal de parametros N (Z H; /ZO',.Z)
i=1

i=1
Ahora vamos a particularizarlo para el caso del muestreo aleatorio simple (m.a.s.). Obtenemos una muestra
X=(Xy, X2,...s%a) Procedente de una poblaciéon N(y; o) con ¢ conocida.

Si analizamos las consecuencias del m.a.s. sabemos que:

Muestreo aleatorio (probabilistico) = L(§) = L(x;)) = L(E) = L(x;) = L(X2) =.....= L(Xq)
Es decir, si &->N(p; o) = % =>N(u; o)
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3. Distribucion de los estadisticos muestrales
para poblaciones normales N(u, o)

Muestreo aleatorio simple => x; independientes = L(Xi, X3,...,Xn) = L(X1)*L(X2)*... *L(X,)

-1 x—u

. 1 A=y
Es decir, L(x)) = ———¢ 2" @7 para X=(Xy, Xz,«:++y Xn)
I o227 "

n

zxi _ n
Ademés la media muestral se obtiene como: x ¢4, ==L por tanto, la variable nx 6 na, =) x; formada
n .
i=1

por la suma de las n variables muestrales independientes que siguen una normal x; ->N(u; o) se distribuye
n

como: nx —» N(i,u; fzn:az) EN(n,u;\/nO'Z)
i=1 i=1
2%

Entonces, la distribucion de probabilidad del estadistico media muestral, la variable ;éax= =1 gse
n

distribuye como: x—> N (u; d

N
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3. Distribucion de los estadisticos muestrales
para poblaciones normales N(u, o)

EJEMPLO:

En cierta Universidad los estudiantes de segundo ciclo de Carrera trabajan en practicas antes de finalizar sus
estudios. La remuneracion de las practicas sigue una Normal de media de 6000 € y desviacion tipica 600 €.
Para una m.a.s. de 6 alumnos que estan trabajando en practicas, écual es la probabilidad de que el salario
medio de la muestra sea mayor que 6350 €?

&: Remuneracion o salario de alumnos en practicas en €. £ — N(6000; 600)

m.a.s. n=6, X=(Xy,....,Xg); por tanto x—>N (6000;@) = N(6000;244,95)

J6
x=6000  6350-6000, _ 1, +* » | 43) = 0,0764

P(x > 6350) = P( >
244,95 244,95
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3. Distribucion de los estadisticos muestrales
para poblaciones normales N(u, o)

3.2 Distribucion de la varianza muestral (Fisher-Cochran) para poblaciones Normales

La distribucion de la varianza muestral y la cuasivarianza muestral se puede aproximar a una chi-cuadrado

nS? 1 n-18;
como: —- = x>, O6bien (—0_3—1— =y,
EJEMPLO:

La empresa empaquetadora de paquetes de azlcar esta interesada en disminuir la variabilidad de los pesos
de paquetes de azticar, respecto del contenido real al contenido marcado en la etiqueta. Si se supone que el
peso se distribuye como una Normal, hallar aquellios valores k; y k;, para una m.a.s. de 25 paquetes de
azucar, que verifican:

2 2
S
P[S—Zsli=0,05 y P[—J‘{Zsz-—-O,OS

(o) (o2
. 2582,
Sabemos que n=25, como la poblacion es normal, 5= X4, PO tanto:
2582 ) s? 2
P > <25k; |=0,05; P(x34 <25k;)=0,05 y P —22k2 =0,05; P(x54 =25k,)=0,05
o o

Buscando en las tablas de chi-cuadrado esas probabilidades, los valores de tablas son: 25k;=12,6 y
25k,=36,4 despejando k;=0,504 y k,=1,456.
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3. Distribucion de los estadisticos muestrales
para poblaciones normales N(u, o)

3.3 Distribucion de la media muestral cuando se desconoce la varianza poblacional

2
Sabemos que x — N(u;

o - nS 5 )
ﬁ) y tambieén que —— = ¥, , Y o es desconocida, tenemos que emplear una

distribucion de probabilidad que no dependa de o, es decir, elaborar una t de Student de la siguiente forma

J_cy ;,u

g g

\/; \/; it , entonces ;=(z‘n_l ———S—)+ )7
Zjl \/Sz Vn—1
n-1 -1
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3. Distribucion de los estadisticos muestrales
para poblaciones normales N(u, o)

EJEMPLO:

En cierta Universidad los estudiantes de segundo ciclo de Carrera trabajan en practicas antes de finalizar sus
estudios. La remuneracion de las practicas sigue una Normal de media de 6 mil € y desviacién tipica
desconocida. Para una m.a.s. de 10 alumnos que estan trabajando en practicas, écual es la probabilidad de

que el salario medio de la muestra sea mayor que 6,5 miles €? Datos obtenidos de la muestra: Ixi=64 €;
Txi?=430.

¢£: Remuneracion o salario de alumnos en practicasen €. & — N(6; ) o desconocida.

g )y 105 —12 entonces:
Jio' ' gt 7 '

m.a.s. n=10, X=(Xy,....,X10); por tanto x> N(6;

x—69 x—-6
g o
t9= ‘/1‘6 = \/1_6 =x—6=>; (t9 )+6
xs [los®  |S* v
9 o2 9

9
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3. Distribucion de los estadisticos muestrales
para poblaciones normales N(u, o)

Calculamos el valor de la varianza muestral y de la media muestral, con los datos del m.a.s. realizado:

10 10
inz zxi

2
s2=i (=20 ~(64) =2,04 x= "=110 _ % 64

x 10 10 (10 10

- 4 N
P(x > 6,5) = P(t 204 6> 6,5) = P(t 204, (6,5—6)) = Pty > 0,5*0,476) = P(t, > 0,238)
9 @ 9 \/§ 9 9

Buscamos en tablas de la t de Student el valor 0,238 (el mas aprox.) y la probabilidad buscada es 0,10.
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4. Distribucion de los estadisticos muestrales
para dos poblaciones normales N (l;, o; )

4.1 Distribucion de la diferencia de medias muestrales cuando se conocen las varianzas
poblacionales c,2 0,2

Sea X=(X1, Xz,...,X,) una m.a.s. procedente de una poblacion N(y;; o) donde su media muestral se

, — o
distribuye segun x; - N(,ul;—l) .

Jn
Sea Y=(y, Y2-...Yn) Otra m.a.s. independiente, procedente de una poblacién N(y,; o,) donde su media
o
—=)

Jm

La distribucion de probabilidad del estadistico diferencia de medias muestrales tendrad la siguiente
distribucion:

muestral se distribuye segun ;2 — N(y;

2 2
- - o’ o
(X =) = N1ty = ppi4|—+—2).
n m
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4. Distribucion de los estadisticos muestrales
para dos poblaciones normales N (l;, o; )

EJEMPLO:

Los alimentos precocinados de un fabricante A tienen una duracién media de 1400 horas, con una
desviacion tipica de 200 horas. Los de otro fabricante B tienen una caducidad media de 1200 horas, con
desviacion tipica de 100 horas. Si tomamos muestras al azar de 125 cajas de alimentos precocinados de
cada fabricante, ¢cual es la probabilidad de que los alimentos precocinados de A tengan una duracién media
de 250 horas mas que los del fabricante B?

£a: Duracion alimentos precocinados fabricante A, en horas. &, — N(1400;200), tomamos una m.a.s.

— 2
n=125; la media muestral sigue x , — N(1400;—@—)

125

£g: Duracion alimentos precocinados fabricante B, en horas. & — N(1200;100), tomamos una m.a.s.
100

2

El estadistico diferencia de medias muestrales se distribuye:

2 2
2007 | 1007y n(200:20)
125 125

m=125; la media muestral sigue ;; — N(1200;

(x4 —xp) —> N(1400 - 1200;\/

La probabilidad que nos piden hallar es:

P (x; 2250+ )]= PLGrg — ¥5) 2 250 |= Pex» 222200

= P(£* 2 2,5) = 0,0062
50 =P )
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4. Distribucion de los estadisticos muestrales
para dos poblaciones normales N (l;, o; )

4.2 Distribucion de la diferencia de medias muestrales cuando las varianzas poblacionales son
desconocidas pero iguales

2
o - nS
£1—>N(w; o), extraemos una m.a.s. de tamafio n, donde %; — N( 4y o )i ; = x,il
Jnw o
= - mSy2 2
£,>N(uy; o), extraemos una m.a.s. de tamano m, donde Yy N(yz;—J:) 5 = Xma
m (e

[ 2 2

- — f +

(x; —=¥2) > N(uy — 15; L+o._) =N — 1y; ol m) como o es desconocida, tenemos que
n m nm

encontrar una distribucién que no dependa de o, esto es, la t de Student.

(e=3)=( — 14,)
n—+m L
nm _ Z(X“J’)-(ﬂl‘ﬂz)\/n+m—2\/nm

nm=2 = [ T aseee
2 2 N
Zn+m—2 ﬂnSx +mS§ h+m
Vn+m—2
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4. Distribucion de los estadisticos muestrales
para dos poblaciones normales N (l;, o; )

EJEMPLO:

Sea la variable aleatoria £ con distribucion N(2; o). Mediante muestreo aleatorio simple se seleccionan dos
m.a.s. independientes de tamafio n=5, m=4. Calcule la probabilidad de que la media muestral de la primera
muestra sea superior a la de la segunda como minimo en 4,38 unidades, sabiendo que $%=2,298 y

$%,=3,23.
_ 5%2,298
&1—N(2; o), extraemos una m.a.s. de tamafio n=5, donde %, - N(2; i); = Zf
NG o
4*323
£2-N(2; o), extraemos una m.a.s. de tamafio m=4, donde y, — N(2;— %) - = 22
J’ o
(5 -3)-(2-2)
o 5+4 o
s*4 (x1-y,)-0  J745*4 _(x-yy),

3,9439 = (x1 — y,) *0,79825

t = o = -
’ 72 J5%2,208+4%323 5+4 2441
V7

S — —_— PR t7
P +4,38) = P[(x1 —y,)>4,38|=P > 4,38) = P(¢, > 3,5) =0,01
(X >y, )= P[(x1—y,) ] (0,79825 ) = P(t; >3,5)
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5. Estadisticos muestrales de poblaciones
dicotomicas (binomiales)

5.1. Distribucion de la proporcion muestral, cuando el tamafio de la muestra es grande: n>30

Sea una poblaciéon £ — B(1; P), donde llamamos proporcion poblacional al parametro P, desconocido:

_ N°elementos de la poblacién que cumplen cierta caracteristica

P
Total elementos de 1a poblacién

Recordamos que en las poblaciones binomiales, clasificamos los elementos en dos grupos mutuamente
excluyentes, aquellos que cumplen la caracteristica observada y aquellos que no, unicamente toman dos
valores, X=1 para aquellos que si tienen dicha caracteristica y X=0 para los que no.

La esperanza y varianza de una B(1; P) se obtienen como: E($) =p; V(&)= pg= p(1-p)

Mediante una m.a.s. de tamafio n, X=(xy, X,,...., X,) se estima el pardmetro P mediante p = 7, proporcién
muestral, siendo:
n
. o Dx
h=r= N° elementos de la muestra que cumplen cierta caracteristica i

7

=]
Tamafio de la muestra n
en donde Xxi lo componen Unicamente aquellos valores de la muestra que tienen la caracteristica observada,
es decir, que xi=1.

24
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5. Estadisticos muestrales de poblaciones
dicotomicas (binomiales)

5.1. Distribucion de la proporcion muestral, cuando el tamafio de la muestra es grande: n>30

Calculamos la esperanza y varianza de la variable aleatoria proporcion muestral como:

n

2

Ay . - 1 (& 1 1 i -

E(p)6 E(x) = E| 1 1n _ ;E[le_] _ ;ZE(%‘) _ _’;np =p recordamos m.a.s. xi indeptes, L(xi)=L(&)
i=1 i=1

n
'lei 1 i< 13 1 rq _p(l-p)
V(ip)oV(m)=V '—"‘n— =;‘2"V[in)=‘2‘zV(x,')=—;npq=—n"=——n—-

i=1 n- o= n

Para un tamaiio de la muestra grande, n>30, podemos aproximar la distribucidon de la proporcion muestral a
una Normal, aplicando el teorema central del limite:

T~ N diin p)) y cuando p desconocido, N(r;.,| = d-= )
" n
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5. Estadisticos muestrales de poblaciones
dicotomicas (binomiales)

5.1. Distribucion de la proporcion muestral, cuando el tamafio de la muestra es grande: n>30

EJEMPLO:

Se desea conocer la seguridad de las instalaciones eléctricas en edificios de mas de 40 anos de antigiiedad,
porque se estima que el 30% del conjunto de las viviendas tienen una instalacion eléctrica insegura. Se
toma una m.a.s. de 250 viviendas construidas hace mas de 40 anos, écudl es la probabilidad de que el
porcentaje de hogares de esa muestra con una insegura instalacion eléctrica sea del 25% al 35%?

s = B(;P)
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5. Estadisticos muestrales de poblaciones
dicotomicas (binomiales)

5.1. Distribucion de la proporcion muestral, cuando el tamafio de la muestra es grande: n>30

x=1 — éxito — viviendas con instalacion eléctrica insegura P=% edificios con instalac. eléct. inseg.; P*=0,30
x=0 — fracaso — viviendas con instalacién eléctrica segura.

X=(Xy,.....,X250), S€ toma una m.a.s. n=250 viviendas, donde habra viviendas que tengan instalacion eléctrica
insegura (cumplen la caracteristica observada), y por tanto su valor xi=1, y aquellas que no por lo que su
valor es xi=0.

La proporcién de viviendas de la muestra con instalacion eléctrica insegura es la proporcion muestral, P* 6 ©
y como el tamano de la muestra n es grande,

*
n—rer™ N(0,30; \/2.307560&) = N(0,30,0,0289) por tanto, la probabilidad que me piden calcular es:

0,25-0,30 <ore 0,35-0,30

P(0,25 < P*<0,35) = P( < E*xg
0,0289 0,0289

)=P(-1,73 <4< +1,73) = 0,91638827

27
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5. Estadisticos muestrales de poblaciones
dicotomicas (binomiales)

5.2. Distribucidn de la diferencia de las proporcion muestrales, cuando el tamaiio de la muestra
es grande: n>30 m>30

s1 > B(LAR) 5, > B, P)

1- 1-
(71 =)= N[ Xp -—pz);\/pl( Py) +p2( Pa) | py,p, desconocidos
n m
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5. Estadisticos muestrales de poblaciones
dicotomicas (binomiales)

5.2. Distribucidn de la diferencia de las proporcion muestrales, cuando el tamaiio de la muestra
es grande: n>30 m>30

EJEMPLO:
El porcentaje de votantes con preferencia en un determinado partido es del 5% en una region A y del 10%

en otra region B. Consultados 100 electores de la region A y 150 de la regidn B, determinar la probabilidad
de que el porcentaje de electores consultados favorables a dicho partido en la segunda region supere en
mas del 0,02 al porcentaje de electores favorables a dicho partido en la primera.

*
—> B(1;P;) Pa*=0,05, m.a.s.n=100 P, 6r, ——> N(0,05; w) = N(0,05;0,0218)
A A A A TCL 100

&
Ep —> B(,P3)  Pg*= 0,10, ma.s. m=150 P, 6 75 —T—CL—éN(O,IO;ng-(i—Sgﬁg) = N(0,10;0,0245)

0,05¥0,95  0,10¥090 | . .
(7 4 —nB)—ﬁ—m[— 0,05,\[ ot 150 ]:N( 0,05;0,032787)

Plz 4 > g +0,02)= Pl(z 4 — 75) > 0,02]= P(&* 312;21‘0—’05—)) = P(&* >1,52) = 0,0643
0,032787
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