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2.1.	Introducción
Dpto.	Economía	Aplicada	I

Tabla	de	
datos

Matriz	
+	

propiedades

Intuición	
geométrica

Si	consideramos	cada	columna	como	un	vector	n	
dimensional,	este	conjunto	de	p	vectores	se	
considera	matriz	(Peña,	p.	14)

Descripción	
univariante
• vector	de	datos

Descripción	
multivariante
• matriz	de	datos
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2.1.	Introducción
Matrices	cuadradas	(𝐴"∗"):	varianza-
covarianza	y	correlaciones	entre	p	variables.

Funciones	Escalares	sobre	𝐴"∗"
◦ Determinante:	medida	de	dependencia	lineal
◦ Traza:	medida	de	la	variabilidad	del	conjunto	de	variables.

Propiedades:
◦ El	tamaño	está	relacionado	con	sus	valores	propios.
◦ Las	direcciones	con	los	vectores	propios.

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Aplicaciones	del	álgebra	matricial

• Estimación	paramétrica	en	modelos	

lineales:	proyección	ortogonal	del	

vector	o	vectores	que	representan	la	

muestra	en	un	subespacio.

• Cálculo	diferencial	con	vectores	y	

matrices	:	Optimización	MCO,	MCP,…
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2.1.	Introducción

Una	base	de	datos	puede	expresarse	como	una	matriz	de	n filas	y	p columnas.

Cada	columna	es	un	vector	de	n observaciones	de	la	variante	j 𝑥% .

Cada	fila	es	un	vector	de	la	observación	i con	p variantes 𝑥& .

Dpto.	Economía	Aplicada	I

n

p

𝐴'∗" =
𝑥)) … 𝑥)"
⋮ ⋱ ⋮
𝑥') … 𝑥'" '∗"
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2.2.	Vectores
Geométricamente,	un	dato	
numérico	puede	representarse	
como	un	punto	en	un	espacio	de	
dimensión	uno.

Un	conjunto	de	n	datos	numéricos	
puede	representarse	como:
◦ Varios	puntos	en	una	recta.
◦ Un	punto	en	un	espacio	n-dimensional.
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2.2.1.	Vectores:	definiciones	básicas
Norma	cuadrática,	norma	o	módulo:	longitud.

Vector	constante:	el	que	tiene	todas	las	coordenadas	
iguales.
◦ La	media	de	los	datos	es	proporcional	a	la	
proyección	del	vector de	datos	sobre	la	dirección	
del	vector	constante.

◦ La	desviación	típica	es	la	distancia	promedio	entre	
el	vector	de	datos	y	el	vector	constante.
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Dpto.	Economía	Aplicada	I

2.2.	Vectores
Producto	escalar:	covarianza

Producto	escalar	de	variables	
estandarizadas:	coeficiente	de	correlación	
(producto	de	dos	vectores	de	norma	
unitaria).

Independencia	lineal:	establece	cuantas	
variables	distintas	tenemos	realmente.

p variables	son	linealmente	dependientes	
si	podemos	si	podemos	escribir	cualquiera	
de	ella	como	combinación	lineal	del	resto.
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2.2.1.	Vectores:	definiciones	básicas
1. Vector �⃗� o x: Segmento orientado que une

el origen de coordenadas con el punto x.

2. ℝ': Espacio de n dimensiones.

3. c1 : Vector constante con todas sus

coordenadas iguales a la constante c.

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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�⃗� =
20
19
21



2.2.1.	Vectores:	definiciones	básicas

1. Cumple	la	propiedad	asociativa	y	conmutativa

2. Idea intuitiva: trasladar un vector al extremo del otro y
construir la línea que va desde el origen del primero al
extremo del segundo.

3. Estadísticamente:	una	nueva	variable	c.l.	de	las	
sumandos.
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Suma
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𝒙 + 𝒚 =
𝑥)
⋮
𝑥'

+
𝑦)
⋮
𝑦'

=
𝑥) + 𝑦)

⋮
𝑥' + 𝑦'



2.2.1.	Vectores:	definiciones	básicas

Equivale	a	un	cambio	de	

unidades	en	la	medición.

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Producto	k*x

Vector	
transpuesto	de	x

Las	mismas	componentes	de	

x,	pero	escrito	en	fila.
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𝒛 = 𝑘𝒙 =
𝑘𝑥)
⋮

𝑘𝑥'

x’= 𝑥), … , 𝑥'



2.2.1.	Vectores:	definiciones	básicas
Dpto.	Economía	Aplicada	I

Producto	escalar	o	interno	

• también	se	puede	calcular	como	el	producto	de	

las	normas	por	el	coseno	del	ángulo	que	forman.

• Si	un	vector	es	unitario,	x’y es	la	proyección	del	
otro	vector	sobre	él.

Desigualdad	de	Cauchy-Schwarz:	si	dos	vectores	

tienen	media	cero	el	cos 𝜃 = 𝜌 y	se	cumple

𝒙A𝒚 ≤ 𝒙 ∗ 𝒚

Norma	(cuadrática)
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𝒙 = 𝒙A𝒙� = 𝑥)D + 𝑥DD + ⋯+ 𝑥'D
�

𝒙A𝒚 = 𝒚A𝒙 =F𝑥%𝑦%
'

%G)

𝒙A𝒚 = cos 𝜃 	 𝒙 	 𝒚



Vectores	ortogonales:	

El	vector	constante	de	norma	unidad	en	la	dimensión	n	es	 )
'�
𝟏 y	la	proyección	de	x

sobre	este	vector	es																
)
'�
𝟏A𝒙 = ∑ KL�

�
'�
= �̅� 𝑛�

El	vector	constante	resultante	de	esta	proyección	es					
)
'�
𝟏A𝒙 = �̅�𝟏

• La media es el escalar que define el vector obtenido al proyectar el vector de

datos sobre la dirección constante.

2.2.1.	Vectores:	definiciones	básicas
Dpto.	Economía	Aplicada	I

𝑥A𝑦 = 0 ↔ cos 𝜃 = 0
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Desviación	típica:	
Definición:	distancia	estandarizada	entre	el	vector	de	datos	y	el	vector	constante.

Siendo:

• �̅�𝟏 la	proyección	del	vector	de	datos	sobre	la	dirección	del	vector	constante.

• 𝒙 − �̅�𝟏,	mide	la	distancia	entre	el	vector	de	datos	y	la	dirección	constante

2.2.1.	Vectores:	definiciones	básicas
Dpto.	Economía	Aplicada	I

1
𝑛�
‖𝒙 − �̅�𝟏‖ =

∑ 𝑥% − �̅� D�
�
𝑛

�
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Covarianza:	producto	escalar	estandarizado	de	los	dos	vectores	medidos	en	desviaciones	

a	la	media	(	diferencias	respecto	del	valor	constante)

2.2.1.	Vectores:	definiciones	básicas
Dpto.	Economía	Aplicada	I

1
𝑛�
𝒙 − �̅�𝟏 A 𝒚 − 𝑦R𝟏 =

∑ 𝑥% − �̅��
� 𝑦% − 𝑦R

𝑛

• Si x e	y tienen	media	cero, x’y coincide	con	la	covarianza

• Si	x e	y son	variables	estandarizadas	x’y coincide	con	el	coefiente	de	correlación.

• Si	x’y =0	à cos 𝜃 = 0à r=0	(	r:	coeficiente	de	correlación),	x e	y son	ortogonales
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2.2.2.	Dependencia	Lineal
x1,	x2,	… xp son	linealmente	dependientes	si	existen	escalares	c1,	c2,	…cp tal	
que:

Dpto.	Economía	Aplicada	I

𝑐)𝒙) + 𝑐D𝒙D+…+ 𝒄'𝑥'=0

• x1,	x2,	… xp son	linealmente	independientes	si	no	existen	tales	escalares.
• En	el	espacio	ℝ" el	número	de	vectores	linealmente	independientes	es	p.	
Podríamos	explicar	cualquier	vector	como:

𝑥"U) =F𝑎%

"

%G)

𝑥%

• Sistema	de	p ecuaciones	y	p incógnitas	de	los	que	obtendremos	los	
coeficientes	ai.
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2.2.2.	Dependencia	Lineal
◦𝒙%	linealmente	independientes	(l.i.)	:	variables	no	

relacionadas	linealmente	de	forma	exacta.

◦𝒙%	linealmente	dependientes	(l.d.):	

◦ La	misma	magnitud	en	distintas	unidades	de	medida.

◦ Una	variable	es	generada	por	una	combinación	lineal	

(c.l.)	del	resto

Dpto.	Economía	Aplicada	I

𝒙"U) =F𝑎%

"

%G)

𝒙%
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2.2.2.	Dependencia	Lineal

1. Espacio	generado	(Ep)	por	p vectores	l.i.	 𝒙), 𝒙D, … , 𝒙" en	ℝ' al	conjunto	de	todos	los	vectores	z /	

z=c.l.(𝒙%).

2. Base generadora	del	espacio,	o	base:	si	𝑧 ∈ 𝐸𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑜	𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜

3. Dimensión	de	Ep :	número	de	vectores	l.i.	que	lo	generan	Ep.

4. x es	ortogonal	a	Ep (𝒙 ⊥ 𝐸")↔𝒙 ⊥ 𝒚, 𝑠𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜	𝒚 ∈ 𝐸" → x’y=0

5. Complemento	ortogonal de	Ep 𝐶 Ep al	espacio	que	contiene	todos	los	vectores	ortogonales	de	Ep.

Dpto.	Economía	Aplicada	I

ES	2.	ÁLGEBRA	MATRICIAL 18



2.3.	Matrices
Dpto.	Economía	Aplicada	I

𝐴'∗" =

𝑥)) 𝑥)D ⋯
𝑥D) 𝑥DD ⋯
⋮ ⋮ ⋱

𝑥)& ⋯ 𝑥)"
𝑥D& ⋯ 𝑥D"
⋮ ⋮

𝑥%) 𝑥%D ⋯
⋮ ⋮
𝑥') 𝑥'D ⋯

𝑥%& ⋯ 𝑥%"
⋮

𝑥'& ⋯ 𝑥'"

𝐴 = 	 𝑥), 𝑥D, … , 𝑥"

Habitualmente	en	estadística:	p	variables	con	n	observaciones

Dimensiones:	n x	p						(n filas,	p columnas)

• Vector	columna:	matriz	de	orden	n	x	1

• Vector	fila:	matriz	de	orden	p	x	1

• Escalar	:	matriz	de	orden	1x1.

Producto	matricial:	extensión	del	producto	escalar

Matriz	transpuesta	de	A	 𝐴′ :	resultado	de	intercambiar	las	filas	por	

columnas	de	A.	Será	de	dimensión	p x	n.

𝐴′ ′=A
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2.3.	Matrices
Suma	:	sólo	cuando	tienen	las	mismas	dimensiones.

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Se	verifica:
• 𝑎 		𝑨 + 𝑩 = 𝑩 + 𝑨
• 𝑏 		 𝑨 + 𝑩 ′ = 𝑨′ + 𝑩′

En	términos	estadísticos	equivale	
a	sumar	las	variables	columnas.	
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𝑨 + 𝑩 = 𝑪 ⟹
𝑎)) … 𝑎)"
⋯ …
𝑎') … 𝑎'"

+
𝑏)) … 𝑏)"
⋯ …
𝑏') … 𝑏'"

=	
𝑐)) … 𝑐)"
⋯ …
𝑐') … 𝑐'"

Con	𝒄𝒊𝒋 = 𝒂𝒊𝒋+ 𝒃𝒊𝒋



2.3.2.	Producto	entre	Matrices
Producto	Matricial	 𝑨𝑩 :
ℂℕ: 𝐴'"	, 𝐵"t		; 			𝐴'" 	∗ 	𝐵"t = 𝐶"t			; 		𝑐%& = ∑ 𝑎%v ∗ 𝑏v&

"
vG)

Dpto.	Economía	Aplicada	I

No	Conmutativo
• BA no	tiene	porque	existir.
• De	existir,	no	tiene	porque	ser	BA=AB

𝑨'∗"𝒙"∗) = 𝒚'∗)
La	matriz	A transforma	un	vector	𝒙 ∈ ℝ" en	un	vector	𝒚 ∈ ℝ'
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𝑨𝑩 = 𝑪 =
𝑎)A 𝑏) … 𝑎)A 𝑏t
⋮ ⋮

𝑎'A 𝑏) … 𝑎'A 𝑏t



2.3.2.	Producto	entre	matrices

Matriz	Identidad	 𝕀''

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Estadística	Superior	(Económicas) - Tema		- Diapositiva

Propiedades del	producto	matricial:

a) 𝑨 𝑩 + 𝑪 = 𝑨𝑩 + 𝑨𝑪

b) 𝑨 + 𝑩 A = 𝑩A𝑨

c) 𝑨𝑰 = 𝑰𝑨 = 𝑨
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𝑰 =
1 0
0 1

⋯ 0
⋯ 0

⋮
0 0

⋱ ⋮
0 1



2.3.2.	Producto	entre	matrices
Producto	de	Kronecker:

Dadas	𝐴{' y	𝐵"|,	 𝐴⊗ 𝐵 {"	K	'|

Se	efectúa	multiplicando	todos	los	elementos	de	A	por	todos	

los	elementos	de	B.

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Propiedades:
1. 𝑐 ⊗ 𝑨 = 𝑨⊗ 𝑐 = 𝑐𝑨
2. 𝒙⊗ 𝒚A = 𝒚′ ⊗ 𝒙
3. 𝑨⊗𝑩 A = 𝑨′ ⊗ 𝑩′
4. 𝑨⊗𝑩 𝑪⊗𝑫 = 𝑨𝑪⊗𝑩𝑫 ,	si	existen	

AC y	BD

En	estadística,	para	construir	matrices	cuyos	
elementos	a	su	vez	son	matrices	con	
frecuencias	repetidas.	

Ejemplo:	𝕀� ⊗ 𝑨 =
𝑨 𝟎 𝟎
𝟎 𝑨 𝟎
𝟎 𝟎 𝑨
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1
2 ⊗ 1 0 3 = 1 0 3

2 0 6



2.3.3.	Rango	de	una	matriz
Definición:	número	máximo	de	vectores	fila	o	columna,	l.i.	de	una	matriz

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.3.4.	Matrices	cuadradas
𝐴'"	𝑒𝑠	𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑎	 ↔ 𝑛 = 𝑝

𝐴''	𝑒𝑠	𝑠𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 ↔ A = A′

◦ 𝐴''	𝑒𝑠	𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙	 ↔ 𝐴 =
𝑎 0
0 𝑏

… 0
… 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
… 𝑐

= 𝒙A𝑰					;					 𝒙A = 𝒂, 𝒃, … , 𝒄

◦ Los	productos	A’A	y	A	A’	producen	matrices	simétricas	(covarianzas,	

correlaciones,…)

◦ Dos	medidas	escalares	que	resumen	su	tamaño	global:	Determinante	y	traza

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.3.4.	Matrices	cuadradas
Sea		𝐴''		; 	 𝐴 = ∑ −1 �𝑎)%�𝑎D%� …𝑎'%�

�
� ;	(r	es	suma	de	subíndices).

En	ℝD coincide	con	el	área	del	paralelogramo	formado	por	los	dos	

vectores	de	la	matriz	𝐴DD	

Si	una	columna	es	proporcional	a	la	otra	los	dos	vectores	están	en	la	

misma	dirección	y	el	área	encerrada	entre	ambas	será	cero.	 𝐴 = 0

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Determinante

ℎ = �𝑉�‖ sin 𝜃

Fte:	Peña,	p.30
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2.3.4.	Matrices	cuadradas
Sea		𝐴''		; 	 𝐴 = ∑ −1 �𝑎)%�𝑎D%� …𝑎'%�

�
�

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Determinante

ℎ = �𝑉�‖ sin 𝜃

Fte:	Peña,	p.30

= ‖𝑣)‖
D ‖𝑣D‖

D 1 − cosD 𝜃

=

𝜃
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2.3.4.	Matrices	cuadradas

Estadísticamente,	si	v1 y	v2 son	variables	el	producto	C’C	 es	proporcional	a	su	

matriz	de	varianzas	y	covarianzas	y	su	determinante	es	una	medida	global	de	

la	independencia	entre	las	variables.

Si	las	variables	están	incorreladas,	su	matriz	de	covarianzas	será	diagonal	y	

el	determinante	será,	en	términos	relativos,	máximo.

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Determinante

ℎ = �𝑉�‖ sin 𝜃

Fte:	Peña,	p.30

𝜃
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𝑨 = 𝐶A𝐶 = 𝑣)A

𝑣DA
𝑣) 𝑣D = 𝑣)A𝑣) 𝑣)A𝑣D

𝑣DA 𝑣) 𝑣DA 𝑣D



2.3.4.	Matrices	cuadradas

Cálculo	por	adjuntos:	

adjunto:	𝑎%& −1 %U&𝑚%&

	𝒎𝒆𝒏𝒐𝒓:	𝑚%&=	 𝐴∗ ;	A*=	A sin	fila	i,	sin	

columna	j

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Determinante

𝑚%&(𝐴'∗") =

𝑥)) 𝑥D) ⋯
𝑥)D 𝑥D) ⋯
⋮ ⋮ ⋱

𝑥%) ⋯ 𝑥")
𝑥%D ⋯ 𝑥"D
⋮ ⋮

𝑥)& 𝑥D& ⋯
⋮ ⋮
𝑥)' 𝑥D' ⋯

𝑥%& ⋯ 𝑥"&
⋮ ⋱ ⋮
𝑥%' ⋯ 𝑥'"

𝐴 =F𝑎%& −1 %U&𝑚%&

'

&G)
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2.3.4.	Matrices	cuadradas
Dpto.	Economía	Aplicada	I

Determinante Propiedades
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1.	 𝜆𝑨 = 𝜆' 𝑨

2.	 𝑨A = 𝑨

3.	Si	𝑨 y	𝑩 son	matrices	cuadradas,	 𝑨𝐵 = 𝑨 𝑩 .

4. Si	permutamos	dos	filas	o	dos	columnas	entre	sí,	el	determinante	cambia	de	
signo.

5.	Si	una	fila	(o	columna)	de	una	matriz	es	cl	de	las	restantes	filas	(o	columnas),	su	
rango	es	menor	que	𝑛,	la	matriz	es	singular	y	el	determinante	de	la	matriz	es	cero.	



2.3.4.	Matrices	cuadradas
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Traza
• La traza es la suma de todos los elementos de la diagonal

principal de una matriz cuadrada.
• A diferencia del determinante no tiene en cuenta la relación

entre las variables.

𝑡𝑟 𝐶 =F𝑐%%

'

%G)
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Propiedades:

1. 𝑡𝑟 𝑨 + 𝑩 = 𝑡𝑟 𝑨 + 𝑡𝑟 𝑩

2. 𝑡𝑟 𝑘𝑨 = 𝑘𝑡𝑟 𝑨 ,	siendo	𝑘 un	escalar

3. 𝑡𝑟 𝑨𝑩𝑪 = 𝑡𝑟 𝑩𝑪𝑨 = 𝑡𝑟 𝑪𝑨𝑩 ,	en	el	supuesto	de	que	todos	los	productos	estén	definidos.

4. Si	la	matriz	𝑪 es	simétrica,	𝑡𝑟 𝑪𝟐 = 𝑡𝑟 𝑪𝑪 = ∑ ∑ 𝑐%&D'
&G)

'
%G)



2.3.4.	Matrices	cuadradas

El	máximo	rango	de	 𝐴' = 𝑛

Matriz singular:	𝑟𝑔 𝐴' < 𝑛 → al	menos	es	un	vector	fila	o	columna	es	cl.	del	resto.

1. Para	matrices	cuadradas	de	mismo	orden,𝑨,𝑩	𝑦	𝑪,	donde	𝑩	𝑦	𝑪 son	no	

singulares,	rg 𝑪𝑨𝑩 = 𝑟𝑔(𝐴)

2. Si	𝑨 y	𝑩 son	cuadradas	de	orden	𝑛 y	𝑨𝑩 = 0,	entonces	rg 𝑨 + rg 𝑩 ≤ 𝑛

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Rango
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2.3.4.	Matrices	cuadradas
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Formas	cuadráticas

𝑥A𝐴𝑥
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Si	transformamos	un	vector	𝑥 mediante	una	combinación	lineal,	𝒚 = 𝑩𝒙,	la	
norma	al	cuadrado	del	nuevo	vector	será	𝒚A𝒚 = 𝒙A𝑩A𝑩𝒙 = 𝒙A𝑨𝒙 donde	𝐀 =
𝑩A𝑩 es	cuadrada	simétrica.	

Llamaremos	forma	cuadrática	a	una	expresión	escalar	del	tipo:	

𝒙A𝑨𝒙

,	donde	𝒙 es	un	vector,	𝒙A su	traspuesto,	y	𝑨 una	matriz	cuadrada	y	simétrica.

La	forma	cuadrática	es	siempre	un	escalar.	Su	expresión	general	es:

𝐱A𝐀𝐱 =Fa¥¥x¥D
§

¥G)

+ 2F F a¥¨x¥x¨

§

¨G¥U)

§

¥G)



2.3.4.	Matrices	cuadradas
A Signo	∀ Forma	

cuadrática
Determinante	y	

traza
semidefinida	

positiva
No	negativo
∀𝒙 ≠ 𝟎

No	negativos

Definida	
positiva

Positiva		
∀𝒙 ≠ 𝟎

Positivos

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Formas	cuadráticas

Una matriz semidefinida positiva tiene propiedades similares a
los números no negativos y una matriz definida positiva a los
números positivos.

𝑥A𝐴𝑥
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Fa¥¥x¥D
§

¥G)

+ 2F F a¥¨x¥x¨

§

¨G¥U)

§

¥G)



2.3.4.	Matrices	cuadradas Dpto.	Economía	Aplicada	I

Matriz	Inversa
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Dada una matriz 𝑨'K', no singular, definimos su inversa

𝑨'K'«𝟏 tal que:

Donde I es la matriz identidad, que tiene unos en la diagonal

principal y ceros fuera de ella. Es decir, escribiendo 𝐀 como

vector fila a%A , la matriz 𝐀«) tendrá vectores columna 𝐛¥,
tales que:

𝑎)A
⋮
𝑎'A

𝒃) ⋯ 𝒃' =
𝑎)A 𝑏) … 𝑎)A 𝑏'
⋮ ⋮

𝑎'A 𝑏) … 𝑎'A 𝑏'
=

1 0
0 1

… 0
… 0

⋮ ⋮
0 …

⋮
… 1

𝑨𝑨«𝟏 = 𝑨«𝟏𝑨 = I

A-1 debe tener por columnas vectores tales que:

1. 𝒃% es ortogonal a 𝒂&: el producto escalar 𝒃′% ∗ 𝒂& = 𝟎, ∀𝑖 ≠ 𝑗

2. 𝒃′%𝒂% = 𝒂′%𝒃% = 𝟏, ∀𝑖 ≠ 𝑗

El cálculo de A-1 resuelve el problema del cálculo de vectores

ortogonales a uno dado, o variables incorreladas con una dada.



2.3.4.	Matrices	cuadradas
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𝐴«) =
1
𝐴 𝐴𝑑𝑗 𝐴′Cálculo	de	la	inversa	de	una	matriz	cuadrada
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La matriz inversa informa de la dependencia conjunta de manera más completa que la matriz de varianzas y covarianzas.

Propiedades:

1. 𝑨𝑩 «) = 𝑩«)𝑨«) para matrices cuadradas no singulares.

2. 𝑨A «) = 𝑨«) A

3. 𝑨«) = 𝑨 «)

4. Si 𝑨 es simétrica también lo es 𝑨«)

5. 𝑨 + 𝑪 «) = 𝑪«) 𝑨«) + 𝑪«) «)𝑨«) (inversa de sumas)

Veremos	que	estas	formulas	son	muy	útiles	para	estudiar	el	cambio	de	la	matriz	de	varianzas	y	covarianzas,	y	otros	estadísticos	relevantes,	al	
eliminar	observaciones	o	variables.	



2.3.4.	Matrices	cuadradas
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Matrices	ortogonales
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Llamaremos	matriz	ortogonal,	𝑪 ,	a	una	matriz	cuadrada	,	que	representa	un	giro	en	el	espacio.	

Para	caracterizar	estas	matrices,	supongamos	que	dado	un	vector	𝒙 le	aplicamos	una	matrix no	

singular	𝑪 y	obtenemos	un	nuevo	vector	𝐲 = 𝑪𝒙.	Si	esta	operación	es	un	giro,	la	norma	de	𝒚

debe	ser	idéntica	a	la	de	𝒙,	lo	que	implica	la	condición:

,	es	decir,	debe	verificarse

𝒚A𝒚 = 𝒙A𝑪A𝑪𝒙 = 𝒙A𝒙

𝑪A𝑪 = 𝑰



2.3.4.	Matrices	cuadradas
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Matrices	ortogonales

Los	vectores	de	una	matriz	
ortogonal	de	orden	n	forman	una	
base	ortonormal	de	ℝ'	 ya	que	
son	ortogonales	y	de	norma	uno.
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De	la	definición	𝒚 = 𝑪𝒙 deducimos	que	𝒙 = 𝑪«𝟏𝒚.	Por	otro	lado,	multiplicando	por	𝑪A tenemos	que	
𝑪A𝒚 = 𝑪A𝑪𝒙 = 𝒙.	De	estas	dos	condiciones	concluimos	que	la	matriz	inversa	debe	ser	igual	a	su	
traspuesta.	Esta	es	la	condición	de	ortogonalidad.	

Una	matriz	ortogonal	debe	tener	filas	(	o	columnas)	que	son	vectores	ortogonales	entre	sí	y	de	
longitud	unidad,	ya	que	:	

Además:	 𝐶 = 𝐶A = 1

𝑐)A
⋮
𝑐'A

𝑐) ⋯ 𝑐' =
𝑐)A𝑐) … 𝑐)A𝑐'
⋮ ⋮

𝑐'A 𝑐) … 𝑐'A 𝑐'
=

1 … 0
⋮ ⋮
0 … 1

𝑪A = 𝑪«𝟏



2.3.5.	Matrices	particionadas Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.4.	Vectores	y	valores	propios

Si	giramos	una	matriz	cuadrada (la	multiplicamos	por	una	ortogonal)	no	se	alteran	ni	sus	magnitudes	ni	sus	

posiciones	relativas:	las	propiedades	básicas	de	la	matriz	se	mantienen.

Valores	propios:	

◦ medidas	básicas	del	tamaño	de	An, que	no	se	ven	alteradas	si	hacemos	un	cambio	de	coordenadas	(rotación	de	ejes).	

◦ Las	medidas	globales	del	tamaño	de	An ,como	la	traza	y	el	determinante,	son	sólo	función	de	los	valores	propios	(invariantes	

ente	transformaciones)

Vectores	propios:

◦ Direcciones	características	de	An (no	invariantes)	que	ante	transformaciones	de	la	matriz	sólo	modifican	su	longitud	(norma)	

pero	no	su	posición	en	el	espacio.

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.4.1.	Definiciones

Vectores	propios:

◦ u es	vector	propio	de	A si	verifica	que:	𝑨𝒖 = 𝜆𝒖 ;	donde	l es	un	escalar	que	se	denomina	valor	propio	de	la	

matriz.

◦ Si	u es	vector	propio	de	A y	multiplicamos	por	𝑎 ≠ 0,	resulta	que	au será	también	vector	propio	de	A.	Para	evitar	

esta	indeterminación	suponemos	que	los	vectores	propios	están	normalizados		 ‖𝑢‖ = 1 .	Sin	embargo,	el	signo	

que	indeterminado:	si	u es	vector	propio	también	lo	es	u-1.

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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𝑨𝒖 = 𝜆𝒖



2.4.1.	Definiciones
Vectores	propios:

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.4.1.	Definiciones
Vectores	propios:

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.4.1.	Definiciones
Vectores	propios	(propiedades):

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.4.2.	Valores	y	vectores	propios	
de	matrices	simétricas

En	matrices	simétricas:
◦ Los	valores	propios	son	siempre	reales.	𝜆% ∈ ℝ
◦ Los	vectores	propios	son	ortogonales.	𝒖% ⊥ 𝒖&, ∀𝑖 ≠ 𝑗

Ejemplo:

Dpto.	Economía	Aplicada	I

𝐴) =
𝑎 𝑏
𝑏 𝑎 ; ² 𝑎 − 𝜆

D = 𝑏D
𝜆 = 𝑎 ± 𝑏

Los	vectores	propios	de	A1 están	en	las	direcciones	(-1,1)	y	(1,-1);	

y	normalizados	son	(0’7071,0’7071)	y	(0’7071,-0’7071)

Los	valores	propios	representan	la	distancia	del	extremo	de	cada	

eje	a	la	elipse	con	centro	en	el	origen.
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2.4.2.	Valores	y	vectores	propios	
de	matrices	simétricas

Los	valores	propios	de	una	matriz	simétrica	

representan	las	magnitudes	de	los	ejes	del	

elipsoide	con	centro	en	el	origen	y	

determinado	por	el	extremo	de	los	vectores.	

Los	vectores	propios	indican	las	direcciones	de	

estos	ejes	principales.	(Peña,	p.41)

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.4.3.	Diagonalización
de	matrices	simétricas

Una	matriz	simétrica	puede	convertirse	en	diagonal.
An simétrica	tiene	valores	 𝝀% y	vectores	propios	 𝒖% 	ortonormales.	Por	tanto,	los	𝒖% son	l.i.	y	
forman	base	de	ℝ'.	Podemos	escribir:

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.4.3.	Diagonalización
de	matrices	simétricas

Interpretación geométrica de la diagonalización: 𝑈A𝐴𝑈 = 𝐷

Dpto.	Economía	Aplicada	I

U’A
• Rotación	de	
vectores	=DU’

DU’

• Multiplicamos	D	por	una	
base	ortonormal	U’

A=UDU’

• Se	genera	una	
matriz	simétrica

Se	parte	de	una	base	ortonormal	de	vectores,	U’,	se	modifica	la	norma	de	cada	vector	de	
esta	base,	multiplicándolo	por	una	matriz	diagonal	D,	y	luego	se	rotan	de	nuevos	los	
vectores	así	obtenidos.	
• Los	valores	propios	𝜆% representan	las	constantes	que	multiplican	los	vectores	

ortonormales	iniciales	
• los	vectores	propios	𝑢% indican	el	giro	realizado	(rotación).
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2.4.3.	Diagonalización
de	matrices	simétricas

Interpretación geométrica de la diagonalización: 𝑈A𝐴𝑈 = 𝐷

Dpto.	Economía	Aplicada	I

• El	rango	de	una	matriz	simétrica	es	igual	al	número	de	raíces	características	distintas	de	
cero.

• Al	diagonalizar	una	matriz	simétrica	obtenemos	su	rango,	observando	el	número	de	
elementos	no	nulos	en	la	diagonal	principal	de	la	matriz	transformada	D.
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2.4.3.	Diagonalización
de	matrices	simétricas

Descompone	una	matriz	cuadrada	simétrica	en	sus	fuentes	de	variación	intrínsecas,	es	decir,	en	la	dirección	de	
los	𝒖% con	coeficientes	f(𝜆%).

Dpto.	Economía	Aplicada	I

Descomposición espectral

𝐴 = 𝑈𝐷𝑈A = 𝒖), …	, 𝒖'
𝜆)𝒖′)
⋮

𝜆'𝒖′'
=F𝒖%𝜆%𝒖′%

'

%G)

• Descompone	A como	suma	de	nmatrices	de	rango	uno	𝒖%𝒖′% con	coeficientes	𝜆%.

• Si	𝑅𝑔 𝐴 = 𝑟 → 𝐴 es	suma	de	𝑟 matrices	de	rango	unitario

• Importancia:	si	algún	𝜆% es	muy	pequeño,	podemos	despreciarlo	y	reconstruir	A aprox.	

ES	2.	ÁLGEBRA	MATRICIAL 50



2.4.4.	raíz	cuadrada	de	𝑨' simétrica	y	
semidefinida	positiva

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.4.4.	raíz	cuadrada	de	𝑨' simétrica	y	
semidefinida	positiva
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2.4.4.	raíz	cuadrada	de	𝑨' simétrica	y	
semidefinida	positiva
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2.4.4.	raíz	cuadrada	de	𝑨' simétrica	y	
semidefinida	positiva
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2.4.4.	raíz	cuadrada	de	𝑨' simétrica	y	
semidefinida	positiva
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2.4.4.	raíz	cuadrada	de	𝑨' simétrica	y	
semidefinida	positiva
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2.4.5.	Descomposición	en	valores	
singulares
Similar	a	la	descomposición	espectral,	pero	aplicable	a	matrices	rectangulares.

Dpto.	Economía	Aplicada	I

𝐴 = 𝑈)𝐷
)
D¸ 𝑉′) =F𝑑%𝒖𝒊𝒗′%

�

%G)

= 𝐴A𝑈)𝐷
«)

D¸
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2.4.6.	Diagonalización	de	matrices	
generales

CS:	una	matriz	es	diagonalizable	si	tiene	n	vectores	l.i.	y	puede	escribirse	como

Dpto.	Economía	Aplicada	I

𝐴 = 𝑈𝐷𝑈«)
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2.4.7.	Inversas	generalizadas
Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.4.7.	Inversas	generalizadas Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.5.	Proyección	ortogonal
En un modelo lineal la estimación por mínimos cuadrados equivale a

la proyección ortogonal del vector de datos sobre el espacio

generado por las variables explicativas (multiplicando el vector que

se desea proyectar por una matriz idempotente).

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.5.1.	Matrices	idempotentes
𝐀	𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑎	𝑦	𝑠𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎	𝑒𝑠	𝑖𝑑𝑒𝑚𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑒	𝑠𝑖

𝑨𝑨 = 𝑨 = 𝑨A𝑨
Propiedades

◦ 𝐀 o	bien	es	singular	 𝑨 = 0 con	rango	𝑟 < 𝑛 o	bien	es	 𝑰

◦ Las	raíces	características	 𝜆% de 𝐀	 son	cero	o	la	unidad.

◦ 𝐀 es	siempre	semidefinida	positiva

◦ rg 𝐀 = tr(𝐀)

Dpto.	Economía	Aplicada	I
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2.5.	Proyección	ortogonal
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2.5.	Proyección	ortogonal
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2.5.	Proyección	ortogonal
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2.6.	Derivadas	Matriciales
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2.6.	Derivadas	Matriciales
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