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2.1. Introduccién Comprension AMV

Detozs  Transtormar  Ansizar  Marketng dracto  Graficoz  Utddsdes  Vertana  Ayuds

Archivo  Edoon Ve .
= | Matriz
ELELICER - FETT FEFFL X o
1T + 7’ .
id g; biate aduc jobcat alary salbegin | jobtime pravexp | minordy geom etrica
n .
p propiedades

1 1| m 02/00/19562 15 3 700 $27000 a8 104 0

2 2m 052311953 16 1 S4020  $18750 a8 % 0

i3 39 07/26/1523 12 1 21450 $12,000 a 31 0

4 49 04/151347 8 1 $21.900 $13.200 a8 190 0 1 H

: - N L e B - g Si consideramos cada columna como un vector n

6 &m 08/22/1952 15 1§30 $135W a8 &7 0 H i H

7 afee I = S 5 s 5 dlmen5|onal, este conjunto de P vectores se

8 8f 0506/1965 12 1 $21,900 §9.750 98 0 0 i H A

) af 01/2311%45 15 1 $27900  $12790 ag 15 0 ConSIdera matriz (Pena' p 14)

10 10/f 0213145 12 1 s2apm $13500 a8 284 0

1 14 0240711350 16 1§30 $1850 ag 143 0

12 12m 011111965 8 1§83 $12000 ag % 1 a - N o

3 12 m 071711560 15 1 7% $12%0 a8 u 1 Descnpuon Descnpuon

1 141 02/26/1%43 15 1 $35100 $16500 a8 137 1

15 15m 08/29/1962 12 1 $27 300 $13500 a7 66 0 1 1 1 1

6 18m 1171711564 12 1 $40800  $15000 a7 24 0 univa rlante mUIt|Va ria nte
== 17'm 07/18/1962 15 1 $46000 $14.250 a7 148 0

18 18'm 0372011555 16 3 $1m70 $7 A0 a7 70 0 3

= o ik e e - = : e vector de datos e matriz de datos
D 201 01/23/15340 12 1 $6250 $11550 a7 48 0

21 201 02/19/1963 16 1 $38P50 $15,000 a7 17 0
= 2m 09/24/1940 12 1 $217590  $12750 a7 315 1
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2.1. Introduccion Aplicaciones del algebra matricial

Matrices cuadradas (A,.,): varianza-
covarianza y correlaciones entre p variables.

e Estimacion paramétrica en modelos

Funciones Escalares sobre 4,,,, lineales: proyeccidn ortogonal del
o Determinante: medida de dependencia lineal
° Traza: medida de la variabilidad del conjunto de variables. vector o vectores que representan la

Propiedades:

° El tamafio esta relacionado con sus valores propios. muestra en un SUbeSpaCIO'

° Las direcciones con los vectores propios.
e Calculo diferencial con vectores y

matrices : Optimizacion MCO, MCP....
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2.1. Introduccion

{5 Employee data.sav [Conjunto de datost] " PASW Statistics Edifor de datos

Archivo  Edoon  Ver Defoz  Transtormar  Anslzar  Marketngdrecto  Graficoz  Utddades  Vertana  Ayuda
T —— < - e . X
SHEe B o~ BEA B %W 198 % -X X -
1M 1 1 1 TR 1p
id ge bdate aduc jobcat salary salbegin jobtime pravexp minorty N o
nd A — ° .o .
er — ° ) °
1 [ m 0240311952 15 3 $57 000 $27 000 a3 144 0 n k p
2 2m 05231958 16 1 $40 200 $18.750 a8 36 0
3 31 07/261923 12 1 21 450 $12 000 a8 33 0
1 a4 04/1511547 8 1 2100 [l s1220 : 190 _xn 1 ne xnp i
5 Sm 02081955 15 1 $45 D00 $21 000 a8 138 n *p
5 em 08221953 15 1 $32,100 $13 500 as 7
7 im 04261955 15 1 $36 000 $18,750 a8 14
8 8f 05061565 12 1 $21 900 $3.750 a8 1]
q Q { 01"'3)1%. 15 1 £27 G £12 761 Q2 118
I 10 10f 021311548 12 1 24000 13500 38 244
1 " 0240711950 18 1 $3030 W $16500 %8 143 U |Una base de datos puede expresarse como una matriz de n filas y p columnas.
12 2m 01/111%6s 8 1 $28 390 $12,000 a8 2% 1
13 13m 07n7Insen 15 1 $27 750 $14.250 a8 34 1
L mi oA = JER Al Bl - o ‘ Cada columna es un vector de n observaciones de la variante j (x;).
15 15m 08291562 12 1 $27 300 $13 500 a7 66 0
16 16m 11/1711564 12 1 $40 800 $15 000 a7 24 0
17 7'm 07/18/1962 15 1 s45000 [ $14.250 97 18 0 ) o ] _,
8 8 m 030011955 16 3 sz [l sz 70 0 Cada fila es un vector de la observacion i con p variantes (x])
19 18m 08191562 12 1 $42 300 $14,290 103 0
0 20 0123 12 1 smaa [l sz n 8 0
21 21 02/191%63 16 1 $33 850 $15 000 17 0
n 2m 09241940 12 1 21,750 315 1
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2.2. \ectores

Geomeétricamente, un dato
numérico puede representarse
como un punto en un espacio de
dimension uno.

Un conjunto de n datos numéricos
puede representarse como:

o Varios puntos en una recta.

° Un punto en un espacio n-dimensional.
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2.2.1. Vectores: definiciones basicas @ pacorabadan.com

Norma cuadratica, norma o modulo: longitud.

Vector constante: el que tiene todas las coordenadas
iguales.

La media de los datos es proporcional a la

proyeccion del VeCtor de datos sobre la direccidn a.
VAPl EEECREEEREEREEREREEREREREEY -
del vector constante. // L

...........................

La desviacion tipica es la distancia promedio entre : a
el vector de datos y el vector constante. ay

------------------------------
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2.2. \ectores

Producto escalar: covarianza

Producto escalar de variables
estandarizadas: coeficiente de correlacion
(producto de dos vectores de norma
unitaria).

Independencia lineal: establece cuantas
variables distintas tenemos realmente.

p variables son linealmente dependientes
si podemos si podemos escribir cualquiera
de ella como combinacidn lineal del resto.
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2.2.1. Vectores: definiciones basicas

1. Vector X o x: Segmento orientado que une

20 el origen de coordenadas con el punto x.

19 2. R™: Espacio de n dimensiones.

21 -

3. ¢l : Vector constante con todas sus

=1
1

coordenadas iguales a la constante c.
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2.2.1. Vectores: definiciones basicas

Suma

1= Xty

X171 [Y11 [X1 + Y17
x+y=|[:]+]: 5
_xn_ -yn- -xn + yn_

Cumple |la propiedad asociativa y conmutativa

Idea intuitiva: trasladar un vector al extremo del otro y
construir la linea que va desde el origen del primero al
extremo del segundo.

Estadisticamente: una nueva variable c.l. de las
sumandos.

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.2.1. Vectores: definiciones basicas
_kxl_
PrOdUCtO k*X 7 = kx — : Equivale a un cambio de
kx unidades en la medicidon.
L n_

Vector

Las mismas componentes de

X'= (X1, ., Xp)

tra nSpUEStO de X X, pero escrito en fila.
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2.2.1. Vectores: definiciones basicas

Norma (cuadratica) ||x|| = Vx'x = \/x12 +x% + o+ x?

Producto escalar o interno

* también se puede calcular como el producto de Xy=yx= %y

NgE

las normas por el coseno del angulo que forman.

x'y = (cos 6) |IxI| Iy}

 Siun vector es unitario, x’y es la proyeccion del P

otro vector sobre él.

x'y
x| Iyl

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: si dos vectores cost =

tienen media cero el cos 8 = p y se cumple

|x'y| < |lx]| = [|yll X

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.2.1. Vectores: definiciones basicas
Vectores ortogonales:

|x'y| =0 & cosf =0

: : ., 1 .,
El vector constante de norma unidad en |la dimension n es N 1 y la proyeccion de x

1 4 _in_—
\/—ﬁlx—ﬁ—x\/ﬁ

sobre este vector es

1 —
El vector constante resultante de esta proyecciones — 1'x = x1

JVn
* La media es el escalar que define el vector obtenido al proyectar el vector de

datos sobre la direccidn constante.

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.2.1. Vectores: definiciones basicas

Desviacion tipica:
Definicion: distancia estandarizada entre el vector de datos y el vector constante.

Siendo:

* x1 la proyeccion del vector de datos sobre la direccidon del vector constante.

e x — X1, mide la distancia entre el vector de datos y la direccidon constante

_ 2. (x; — x)*
ﬁllx—xlll :V ”

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.2.1. Vectores: definiciones basicas

Covarianza: producto escalar estandarizado de los dos vectores medidos en desviaciones

a la media ( diferencias respecto del valor constante)

2(x; — %) (yi = ¥)

n

1
—@x-x1)'(y-y1) =
Vn

* Sixeytienen media cero, X’y coincide con la covarianza

* Sixeyson variables estandarizadas x’y coincide con el coefiente de correlacidn.

 Six’y=0-2> cosB = 0-2 r=0 ( r: coeficiente de correlacidon), x e y son ortogonales

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.2.2. Dependencia Lineal

x1, x2, ... xp son linealmente dependientes si existen escalares c1, c2, ...cp tal
que:

C1X1 + CoXo+...+ €, X, =0

* Xy, Xy, - X, son linealmente independientes si no existen tales escalares.

* En el espacio RP el nimero de vectores linealmente independientes es p.

Podriamos explicar cualquier vector como:
p

Xp+1 = z aj Xi

i=1
 Sistema de p ecuaciones y p incognitas de los que obtendremos los
coeficientes a..

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.2.2. Dependencia Lineal

o x; linealmente independientes (l.i.) : variables no

relacionadas linealmente de forma exacta.

o x; linealmente dependientes (l.d.):
a; Xi

i=1 ° La misma magnitud en distintas unidades de medida.

N

Xp+1 =

> Una variable es generada por una combinacion lineal

(c.l.) del resto

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.2.2. Dependencia Lineal

Espacio generado (E,) por p vectores L.i. (xl, Xo, ee) xp) en R" al conjunto de todos los vectores z /

z=c.l.(x;).
Base generadora del espacio, o base: si z € Espacio generado

Dimension de E,: numero de vectores l.i. que lo generan E ..

x es ortogonala E, (x L Ep)o x L y,siendoy € E, > x'y=0

Complemento ortogonal de E, {C(Ep)} al espacio que contiene todos los vectores ortogonales de E

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3. Matrices

X11 X120 X1 " X1p]  Habitualmente en estadistica: p variables con n observaciones
Xp1 Xap vt Xzj vt Xop _ , _
: : : Dimensiones: nxp  (nfilas, p columnas)
An* - . . coe x.. . coe x..
P Xi1 X2 H ‘Pl «  Vector columna: matrizde ordennx 1
. - :
Xpi  Xno Xn X Vector fila: matriz de orden px 1
e  Escalar : matriz de orden 1x1.
— — N Producto matricial: extension del producto escalar
A — xl ) xz ) wmm x 9 ; . . .
p Matriz transpuesta de A {A'}: resultado de intercambiar las filas por

columnas de A. Sera de dimensién p x n.

(A7)'=A

@G)@@ ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3. Matrices

SUuMa : sslo cuando tienen las mismas dimensiones.

(A1 - Qqp| by .. blp- C11 . C1p
A+B=C =] ‘- e | ] e e |
_anl nnn anp_ _bnl - bnp_ _Cnl ann Cnp_
Con cij = ai]-+ bl]

Se verifica:
*(a) A+B=B+ A En términos estadisticos equivale
«(b) (A+ B)' — A + B’ a sumar las variables columnas.

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.2. Producto entre Matrices

Producto Matricial {AB}:

. . — : _ \'P

-a1b1
AB =C = :

_aﬁb1

aibh

No Conmutativo

ahbh_

* BA notiene porque existir.
* De existir, no tiene porque ser BA=AB

An*pxp*l = Yn«1

La matriz A transforma un vector x € RP en un vector y € R"

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.2. Producto entre matrices

| | Propiedades del producto matricial
Matriz Identidad {I,,,,} ropiedades del producto matricia

a) A(BB+ C) = AB + AC

0 b) (A+B) =B'A

0 0 0 1. c) AI=1A=A
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Producto de Kronecker:

Dadas Axn Y Bpg, (A& B)ip xng

Se efectia multiplicando todos los elementos de A por todos

los elementos de B.

Yo o a-|

1 0 3
2 0 6

Propiedades:

1. c®QA=AQKQc=cA
2. xQy =y Qx

3 (AQB) =A"QB’

4. (AQ B)(CQ D)=AC ® BD, si existen
ACy BD

En estadistica, para construir matrices cuyos
elementos a su vez son matrices con
frecuencias repetidas.

A 0 O
Ejemplo:[; XA=|{0 4 O
0 0 A4

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.3. Rango de una matriz

Definicion: nimero maximo de vectores fila o columna, l.i. de una matriz

1. rg(Anxp) < min(n,p). El rango es igual o menor que el menor de n y p.

2. Sirg(Anxp) =n <porg(Auxy) =p <n,sedice que A es de rango completo.
3. rg(A+B) <rg(A)+rg(B).

4. rg(AB) < minimo(rg(A), rg(B))

5. rg(A’A) = rg(AA") = rg(A).

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.4. Matrices cuadradas

Ayp es cuadrada o n=p

A, es simétrica & A=A’

a 0 .. 0
: _ 0 b 0 ol . 1
° Apn es diagonal < A=\, T = T |=xT ; x =(ab,..c)
0 0 .. ¢

o Los productos A’Ay A A’ producen matrices simétricas (covarianzas,

correlaciones,...)

o Dos medidas escalares que resumen su tamafo global: Determinante y traza

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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Sea Ap, 5 [A=2X(=1)"ay;, azi, ... ay;; (ressuma de subindices).

)

Determinante

En R? coincide con el drea del paralelogramo formado por los dos

vectores de la matriz 4,,

Si una columna es proporcional a la otra los dos vectores estan en la

misma direccién y el drea encerrada entre ambas sera cero. |4] = 0

Fte: Pefna, p.30

@G)@@ @ ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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Determinante

Al = |C'C = | [

Sea Any, [A =20

A1i,A2i, - Ani,

/

Vi
ViV
Vlzl[lz]

2 2
[A| = |CI” = [Jo2]|” [Jon]

i vive ||
VoV] V5V

= |lv |1 llv2lI*(1 = cos? 6)

? (senf)?

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.4. Matrices cuadradas
Determinante

Al = |C'C| = =

[vm V1vz]
VU1 Uy

o

Estadisticamente, si v, y v, son variables el producto C'C es proporcional a su

matriz de varianzas y covarianzas y su determinante es una medida global de

la independencia entre las variables.

Si las variables estan incorreladas, su matriz de covarianzas sera diagonal y

el determinante serd, en términos relativos, maximo.

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.4. Matrices cuadradas

Determinante
n Calculo por adjuntos:
|A| = Z ajj (-1)l+1mij adjunto: a;;(—1)"" ' m;;
j=1
menor: m;;=|A*| ; A’=Asinfilai, sin
X1 X2 *it *p1 columnaj

ml](An*p) = le ij xij : xpj

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.4. Matrices cuadradas
Determinante Propiedades

1. |24| = A" A|
2. 14" = |A]
3.Si Ay B son matrices cuadradas, |AB| = |A||B|.

4. Si permutamos dos filas o dos columnas entre si, el determinante cambia de
signo.

5. Si una fila (o columna) de una matriz es cl de las restantes filas (o columnas), su
rango es menor que n, la matriz es singular y el determinante de la matriz es cero.

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.4. Matrices cuadradas

Traza

n
. La traza es la suma de todos los elementos de la diagonal
principal de una matriz cuadrada. t')"(C) — Cll
. A diferencia del determinante no tiene en cuenta la relacién
entre las variables. =1
Propiedades:

1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
2. tr(kA) = ktr(A), siendo k un escalar
3. tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB), en el supuesto de que todos los productos estén definidos.

4. Silamatriz C es simétrica, tr(€?) = tr(CC) = Xl

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.4. Matrices cuadradas

Rango

El maximo rangode (4,) = n
Matriz singular: rg(4,,) < n — al menos es un vector fila o columna es cl. del resto.

1. Para matrices cuadradas de mismo orden,4, B y C, donde B y C son no

singulares, rg(CAB) = rg(A)

2. SiAvy B son cuadradas de ordenny AB = 0, entonces rg(A) + rg(B) <n

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.4. Matrices cuadradas

Si transformamos un vector x mediante una combinaciodn lineal, y = Bx, la

norma al cuadrado del nuevo vector serd 'y = x’B'Bx = x'Ax donde A = Formas cu ad rétlcas

B’'B es cuadrada simétrica.

Llamaremos forma cuadratica a una expresion escalar del tipo: , q

x'Ax

, donde x es un vector, x’ su traspuesto, y A una matriz cuadrada y simétrica.

La forma cuadratica es siempre un escalar. Su expresion general es: n

x'Ax = ajiX; +222 XX

i=1 i=1 j=i+1

@G)@@ @ ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.4. Matrices cuadradas Formas cuadraticas
Signo V Forma Determinante y
cuadratica traza

semidefinida No negativo No negativos
positiva Vx 0
aux + ZZ z AjjXiX; Definida Positiva Positivos
i=1 j=i+1 positiva Vx =0

Una matriz semidefinida positiva tiene propiedades similares a
los numeros no negativos y una matriz definida positiva a los
numeros positivos.

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.3.4. Matrices cuadradas |Matriz Inversa

Dada una matriz A,y no singular, definimos su inversa | A debe tener por columnas vectores tales que:
Ajzn tal que: 1. b;esortogonal a a;: el producto escalar b’; * a; = 0,Vi # j
-1 _ 4144 — .
AA " =A""A=1 2. bia;=a'ib;=1Vi#]
El calculo de Al resuelve el problema del calculo de vectores

Donde [ es la matriz identidad, que tiene unos en la diagonal | grtogonales a uno dado, o variables incorreladas con una dada.
principal y ceros fuera de ella. Es decir, escribiendo A como

vector fila ag, la matriz A~ tendrd vectores columna b;,

tales que: -, , _ - O
a;b;y .. aib, "

ay
[ : ][bl bn] — 5 :
a, apby ... apby, 0 .. 1

eeoe o H
S
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2.3.4. Matrices cuadradas

Calculo de la inversa de una matriz cuadrada A_ | Ad] (A )
A

La matriz inversa informa de la dependencia conjunta de manera mas completa que la matriz de varianzas y covarianzas.

Propiedades:

(AB)™! = B~1A~1 para matrices cuadradas no singulares.
() = (a1

A7 = |A|7!

Si A es simétrica también loes 471

A+0t=ctA '+ c 1) 1A (inversa de sumas)

S e

Veremos que estas formulas son muy utiles para estudiar el cambio de la matriz de varianzas y covarianzas, y otros estadisticos relevantes, al
eliminar observaciones o variables.
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2.3.4. Matrices cuadradas

Matrices ortogonales

Llamaremos matriz ortogonal, C , a una matriz cuadrada, que representa un giro en el espacio.
Para caracterizar estas matrices, supongamos que dado un vector x le aplicamos una matrix no
singular C y obtenemos un nuevo vector y = Cx. Si esta operacion es un giro, la norma de y

debe ser idéntica a la de x, lo que implica la condicidn:
y'y=x'CCx =x'x

, es decir, debe verificarse C’C — ]

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL




Los vectores de una matriz Universidad
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ortogonal de orden n forman URR. economia Aplicada
e ortonormal de R™ ya que

. as
234 Matﬂces Cuadra(gcaSrtogonalesyde norma uno.

Matrices ortogonales

De la definicion y = Cx deducimos que x = C‘ly. Por otro lado, multiplicando por €’ tenemos que
C'y = C'Cx = x. De estas dos condiciones concluimos que la matriz inversa debe ser igual a su
traspuesta. Esta es la condicidon de ortogonalidad.

¢'=c1!
Una matriz ortogonal debe tener filas ( o columnas) que son vectores ortogonales entre siy de
longitud unidad, ya que :

. -
C1C1 ... CiCp 1 ... 0

€1

PCr ] = =1 :

Ch, CpC1 . CpCp 0o .. 1
1

Ademas: |C| = |C'| =
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2.3.5. Matrices particionadas

Una matriz puede subdividirse en elementos que sean a su vez matrices y a los que se aplican
las reglas anteriores. Esta operacién es importante cuando queremos dividir las variables en
bloques distintos. Por ejemplo, la matriz

4
Ly,
3

puede escribirse también como una matriz 2 X 2 particionada:

A A
A = . 2.3
[ Az A ] ' (2.3)
donde:
2 3 4
A = [5], App = [6 l]’ Az =0, Axp=[23].
Observemos que si la matriz es diagonal por bloques y A3 = 0, Ay, = 0, entonces A~}
: . Al 0
se obtiene simplemente como { 6‘ AL ] v |A| =|An||Ap|.
22
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2.4. Vectores y valores propios

Si giramos una matriz cuadrada (la multiplicamos por una ortogonal) no se alteran ni sus magnitudes ni sus

posiciones relativas: las propiedades basicas de la matriz se mantienen.

Valores propios:
° medidas basicas del tamafio de A, que no se ven alteradas si hacemos un cambio de coordenadas (rotacion de ejes).

> Las medidas globales del tamafio de A,, como la traza y el determinante, son sélo funcion de los valores propios (invariantes

ente transformaciones)

Vectores propios:

o Direcciones caracteristicas de A, (no invariantes) que ante transformaciones de la matriz s6lo modifican su longitud (norma)

pero no su posicidon en el espacio.
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2.4.1. Definiciones Au = lu

Vectores propios:

o u es vector propio de A si verifica que: Au = Au ; donde A es un escalar que se denomina valor propio de la

matriz.

° Si u es vector propio de Ay multiplicamos por a # 0, resulta que au sera también vector propio de A. Para evitar
esta indeterminacién suponemos que los vectores propios estan normalizados (|J|u|| = 1). Sin embargo, el signo

que indeterminado: si u es vector propio también lo es ul.
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4.1. Definiciones

Vectores propios:

[7]

Para calcular el vector propio podemos escribir la ecuacién anterior como:

(A—M)u =0,

y este es un sistema homogéneo de ecuaciones que tendra solucién no nula si y solo si la matriz
del sistema, (A—A\I), es singular. En efecto, si esta matriz fuese invertible multiplicando por
la inversa tendriamos que la unica solucién es u = 0. Por tanto, este sistema tiene solucién
no nula si se verifica que

A-M|=0. |A=X|=(a;—A)...(a, — )

Esta ecuacidn se denomina la ecuacidén caracteristica de la matriz. Es una ecuacién
polinédmica en A\ de orden n v sus n raices se denominan valores propios de la matriz.
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Los valores propios de una matriz tienen las propiedades siguientes:

1.

A~! es un valor propio de A1,

Los valores propios de una matriz y su transpuesta son los mismos.

La suma de los valores propios de A es igual a la traza.
tT(A) = Z /\i-

El producto de los valores propios de A es igual al determinante

Al =T] X

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL
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2.4.1. Definiciones
Vectores propios (propiedades).

5. Las matrices A y P~'AP tiene los mismos valores propios.

6. Las matrices A y A £ 1 tienen los mismos vectores propios y s1 A es un valor propio
de A, A £t 1 es un valor propio de A +£1

7. Las matrices cuadradas ABC, BCA y CAB, donde las matrices A. B, y C son gen-

erales con la condicién de que los productos existan, tienen los mismos valores propios
no nulos.

8. Si A es triangular los valores propios son los elementos diagonales.

9. S1 A y B son cuadradas de 6rdenes n y p los np vectores propios de su producto de
Kronecker, A& B, son el producto de Kronecker de los vectores propios de A y B.
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2.4.2. Valores y vectores propios
de matrices simétricas

En matrices simétricas:
° Los valores propios son siempre reales. 1; € R

° Los vectores propios son ortogonales. u; L u;, Vi # j

Ejemplo:

_[a b].J(a—2%) = b*
4 a]'{ A=azxb 3

Los vectores propios de A, estan en las direcciones (-1,1) y (1,-1);

y normalizados son (0’7071,0°7071) y (0’7071,-0'7071)

Los valores propios representan la distancia del extremo de cada

eje a la elipse con centro en el origen.
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2.4.2. Valores y vectores propios
de matrices simétricas

Los valores propios de una matriz simétrica

representan las magnitudes de los ejes del

elipsoide con centro en el origen y
determinado por el extremo de los vectores.

Los vectores propios indican las direcciones de

estos ejes principales. (Peina, p.41)
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2.4.3. Diagonalizacion
de matrices simétricas

Una matriz simétrica puede convertirse en diagonal.

A, simétrica tiene valores (4;)y vectores propios (u;) ortonormales. Por tanto, los u; son l.i. y
forman base de R™. Podemos escribir:

Afuy, ... v, =[N\uy, ... . \u,l.

donde \,.... A\, son los valores propios que son nimeros reales v que pueden no ser todos
1 n prop q y que p

distintos. En particular, algunos de estos valores propios pueden ser nulos. Esta ecuacién

puede escribirse, llamando D a la matriz diagonal con términos \;, como

AU =UD
donde la matriz U es ortogonal. Multiplicando por U’ = U~!, tenemos que
U'AU =D (2.5)

v hemos transformado la matriz original en una matriz diagonal, D, mediante una matriz U
ortogonal. La ecuacién (2.5) tiene una interesante interpretacion geométrica.
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2.4.3. Diagonalizacion .
de matrices simetricas
Interpretacion geométrica de la diagonalizacion: U'AU = D

e Rotacion de /
vectores =DU’ e Multiplicamos D por una
base ortonormal U’

e Se genera una
matriz simétrica

Se parte de una base ortonormal de vectores, U’, se modifica la norma de cada vector de

esta base, multiplicandolo por una matriz diagonal D, y luego se rotan de nuevos los

vectores asi obtenidos.

* Los valores propios A; representan las constantes que multiplican los vectores
ortonormales iniciales

* |os vectores propios u; indican el giro realizado (rotacion).
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2.4.3. Diagonalizacion

de matrices simetricas
Interpretacion geométrica de la diagonalizacion: U'AU = D

Si tomamos determinantes en (2.5):
[U'l[A[[U] = D],

y como |U| = |U’| = 1, el determinante de A serd el producto de sus raices caracteristicas.
Por lo tanto, s1 una de las raices caracteristicas es nula, el determinante serd 0 y la matriz
singular.

* Elrango de una matriz simétrica es igual al numero de raices caracteristicas distintas de
cero.

* Aldiagonalizar una matriz simétrica obtenemos su rango, observando el numero de
elementos no nulos en la diagonal principal de la matriz transformada D.

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL




Universidad
Rey Juan Carlos

2.4.3. Diagonalizacion

de matrices simetricas
Descomposicion espectral

Descompone una matriz cuadrada simétrica en sus fuentes de variacion intrinsecas, es decir, en la direccion de
los u; con coeficientes f(A;).

7[11‘ 1

A=UDU' = [uy,.. ,un] Zlﬂﬂ’n

* Descompone A como suma de n matrices de rango uno u;u’; con coeficientes A;.
* SiRg(A) =r — A essuma de r matrices de rango unitario

* Importancia: si algin A; es muy pequeiio, podemos despreciarlo y reconstruir A aprox.
l
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2.4.4. raiz cuadrada de A,, SIMEtricay e cmmmeas
semidefinida positiva

Una matriz cuadrada, simétrica y semidefinida positiva puede siempre descomponerse como
producto de una matriz por su transpuesta:

A=HH,
en efecto, por la descomposicién espectral de una matriz simétrica

A—(UD"?) (DU

y tomando H = U D'/? se obtiene la descomposicién. A la matriz H se la denomina una
raiz cuadrada de la matriz A. La raiz cuadrada de una matriz no es unica, ya que si
A = HH' también A = H* H* donde H* = HC para cualquier matriz ortogonal C. Una
forma de definir la raiz de manera tnica es exigir que la matriz H sea simétrica, con lo que
A = HH. Esto puede hacerse tomando

H = UDY?U
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2.4.4. raiz cuadrada de A,, SIMEtricay e cmmmeas
semidefinida positiva

Descomposicién de Cholesky (*)

Puede demostrarse que la raiz cuadrada de una matriz cuadrada, simétrica y definida posi-
tiva puede obtenerse de manera que H = T sea triangular (T’ serd también triangular) con
términos diagonales positivos. Entonces la descomposicién es unica y se denomina descom-
posicién de Cholesky. Tenemos

A=TT

Demostraremos la existencia de esta matriz por induccién, que tiene la ventaja de propor-
cionar ademds un método para su célculo. Si la matriz es un escalar a trivialmente T = /a.
Supongamos que hemos encontrado esta descomposicién para dimensién p y veamos como
obtenerla para dimensién p + 1. Sea

A= T, T, (2.7)
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2.4.4. raiz cuadrada de A,, SIMEtricay e cmmmeas
semidefinida positiva

Descomposicién de Cholesky (*)

y vamos a obtener la descomposicién para

Ap a2 ]

/
Ao a22

Ap+1: !

donde a2 es un vector p X 1 y ass un escalar. Vamos a demostrar que esta matriz puede
escribirse como T, T}, donde, tomando T, como triangular inferior:
T . — T, O
p+1 T - .
p+1
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2.4.4. raiz cuadrada de A,, SIMEtricay e cmmmeas
semidefinida positiva

Descomposicién de Cholesky (*)
Entonces, la condicién A,.;=T,.; T’ ., equivale a las condiciones:
; P+ p+1-+p+1

a2 = Tpta
}T
/ 2
ass =t t-|—tp+1,
conjuntamente con (2.7). Como T, es no singular, podemos obtener
t= T;lalz

y utilizando (2.7) podemos escribir

— / —1
tps1 = \/022 - a]2Ap a2,

que debe ser positivo si la matriz es definida positiva. Esta descomposicién se utiliza mucho
en analisis numérico ya que puede calcularse iterativamente con el método propuesto.
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2.4.4. raiz cuadrada de A,, SIMEtricay e cmmmeas
semidefinida positiva

Descomposicién de Cholesky (*)

ejemplo, supongamos que A es una matriz de la forma
2
S 512
A — 1 2
S12 32

con las varianzas y covarianzas de dos variables. Entonces A, = a; = sf, Tp = s1: t =s12/81

T o [ S1 O ]
812/81 \/5% - 3%2/3%

y contiene en la diagonal las desviaciones tipicas de la primera variable y de la regresién de
la segunda dada la primera. Esta propiedad es general.

La descomposicién de Cholesky proporciona un método eficiente de calcular el determi-
nante de una matriz ya que si A = TT' entonces |A| = |T||T/| = >_¢2 , siendo t; los
elementos diagonales de T o T".
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2.4.4. raiz cuadrada de A,, SIMEtricay e cmmmeas
semidefinida positiva

Diagonalizacién de dos matrices simétricas (*)

Supongamos que A y B son dos matrices simétricas de la misma dimensién y A es ademas
definida positiva. Entonces la matriz H = A7Y2C, donde C contiene los vectores propios
de la matriz simétrica A~/2BA Y2 verifica

HAH=1
}7

HBH =D
donde la matriz D es diagonal.

Para comprobar esta propiedad observemos que como la matriz A=Y/ 2BA /2 es simétrica
la matriz C es ortogonal. Por tanto

HAH = C A 2AAV2C =1
)Y
H'BH = C’A'2BAY2C =D

donde la matriz D diagonal contiene los valores propios de la matriz A~/ 2BA Y2,
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2.4.5. Descomposicion en valores e Cares
singulares

Similar a la descomposicion espectral, pero aplicable a matrices rectangulares.

toda matriz rectangular A de dimensiones (n X p) y de rango r puede ex-
presarse como producto de tres matrices, dos con vectores ortogonales y una diagonal. La
descomposicién es r

1 12374 / / -1 /
A—UlD 2V1— diuivi—AUlD 2
=1
donde Uy es (n x 7), Des (r x r) y Vi es (r x p). La matriz diagonal D'/? contiene las raices
cuadradas de los valores propios no nulos de las matrices A A’ o A’ A, que son positivos.
Estos términos diagonales de D se denominan los valores singulares de la matriz A. La
matriz U; contiene en columnas los vectores propios unidos a valores propios no nulos de
A A’ y V, contiene en columnas los vectores propios unidos a valores propios no nulos de

A’A. Las columnas de U; son ortogonales entre si y también lo serdn las de V. Los
elementos diagonales de D'/2 se denominan los valores singulares de la matriz A.
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2.4.6. Diagonalizacion de matrices
generales

CS: una matriz es diagonalizable si tiene n vectores l.i. y puede escribirse como

A=UDU™?

Consideremos ahora el caso general de una matriz cuadrada de orden n con p valores
propios Ap,...A,, con multiplicidad m;, Y %, m; = n. Puede demostrarse que la condicién
para que A tenga n vectores propios linealmente independientes es que el rango de la matriz

A — N\;I) = n—m;, y que esta condicién se cumple si la matriz tiene valores propios distintos.
(4 (%
En efecto, los valores propios se obtienen de |A — A\I| = 0, lo que implica que, si todos son

distintos, el rango de la matriz (A — A\;I) es n — 1.
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2.4.7. Inversas generalizadas

Se denomina matriz inversa generalizada de una matriz rectangular A, y, a una matriz A~
de dimensiones p X n que verifica:

AAA =A.

En general existen muchas matrices que verifican esta condicién. Si ademds imponemos
las condiciones:

A AA™ = simétrica
A A = simétrica
AA™ = simétrica

entonces A~ es Unica y se denomina la matriz inversa generalizada Moore-Penrose (MP) de
A. Sin > py A tiene rango completo, rg(A) = p, la matriz inversa MP es:

A™=(A'A)TA (2.9)
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2.4.7. Inversas generalizadas

El lector puede comprobar que esta matriz verifica las propiedades anteriores. Si p > n
y rg (A) = n, esta matriz es:

A~ =A'"(AA).

Si A no tiene rango completo esta expresién no es valida ya que ni (A’ A)_1 ni (AA')_1
existen. La inversa MP se construye a partir de la descomposicién espectral de la matriz A’A
(supuesto n > p). Si Ay,... A, r < p, son los valores propios no nulos de A’A y uy,...u,
sus vectores propios asociados podemos escribir:

A’A = U,D,U.,

donde U, es rectangular p X r con los vectores u; en columnas y D, es diagonal » X r e
incluye los valores propios no nulos. Entonces es facil comprobar que

A~ =U,D'UA’

que es la generalizacién de (2.9) para matrices de rango no completo.
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2.5. Proyeccion ortogonal

IEn un modelo lineal la estimacion por minimos cuadrados equivale a|
la proyeccion ortogonal del vector de datos sobre el espacio
generado por las variables explicativas (multiplicando el vector que

W se desea proyectar por una matriz idempotente).

I
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2.5.1. Matrices idempotentes
A cuadrada y simétrica es idempotentesi — ~—

AA=A=AA
Propiedades
> A o bien es singular (|4] = 0) con rango r < n o bien es {I}
o Las raices caracteristicas (4;) de A son cero o la unidad.

o A es siempre semidefinida positiva

°rg(A) = tr(A)
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2.5. Proyeccion ortogonal

. Dado un vector y de n componentes diremos que V es la proyeccién ortogonal de y sobre un
subespacio E;, contemdo en R" y de dimensién p, p < n si:

l.y=v+4+wconvEE,

y - 2. vV'w = ( para todo v €E,.

{ Esta defimeidn indica que y puede descomponerse como suma de dos vectores perpen-

diculares: el primero, v, es la proyeccién ortogonal de ¥ sobre E, y pertenece, por tanto, a
E,; el segundo, W, es ortogonal a todos los vectores de E, (y por tanto a E,), y pertenece,

en consecuencia, al espacio Ej,_,, complemento ortogonal al £,. Es fécil demostrar que esta
descomposicion es unica. La figura 2.5 1lustra esta situacion.
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2.5. Proyeccion ortogonal Lé/

Teorema 2.1 Sea y €R" y sea X una matriz (n x p) cuyas columnas son una base de un
cierto subespacio E,. Entonces la proyeccion del vector'y sobre el espacio E, es Ay, donde
la matriz cuadrada A es simétrica, idempotente, de rango p, y tal que A = X(X'X)"'X".

Teorema 2.2 La condicion necesaria y suficiente para que v = Ay, donde A es una matriz

cuadrada, sea la proyeccion ortogonal de y € R" sobre un cierto espacio E,, es que A sea
idempotente (A = A’ A2 = A) de rango p.

Teorema 2.3 S1y €R", v es su proyeccion sobre E, y z es cualquier otro vector de E,, se
verifica, llamando ||y|| a la norma del vector y:

2 2 2
I¥I" = Ivl]" + |y — ]|

2 2 2
Iy —zlI" = llv =zl + [y = v[".

ES 2. ALGEBRA MATRICIAL



2.5. Proyeccion ortogonal

Teorema 2.4 S1y € R", el cuadrado de la norma de su proyeccion sobre un espacio E,
definido por las columnas de la matriz X vendrda dado por y'Ay, donde A es idempotente.

Demostracion El vector proyectado serd Ay, donde A es idempotente, y su norma seré:

(Ay)(Ay) =y'Ay.

Teorema 2.5 S1y € R" y proyectamos este vector sobre espacios ortogonales, E, ..., Ey,
definidos por matrices de proyeccion , Ay, ...Ay, donde:

n=Y ra(a)

i=1

se verifica:

Yy =YAiy+y Ay +..+ Y Any.
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2.6. Derivadas Matriciales

Definicién 2.1 Dada un funcion f que depende de n variables, x, ..., &,, que pueden con-
siderarse componentes de un vector X, la derwada de f respecto a X es un vector cuyos
componentes son la derwada de f respecto a cada componente de X.

Los siguientes resultados son consecuencia de la definicién

Corolario 2.1 S: f = a'x tendremos que:

Jd(a'x)
Jx

=a

Corolario 2.2 St f = x'Ax, donde A es cuadrada y simétrica:

J(x'Ax)

= 2AX
ox
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Definicién 2.2 Dada un funcion f que depende de np variables, zyy,...,Typ, que son los
componentes de una matriz rectangular n x p, X |, la derwada de f respecto a X se define
como la matriz cuyos componentes son la derwada de f respecto a cada componente de X'.
La derivada es pues una matriz p x n con las dimensiones de X'.

Corolario 2.3 Corolario 2.4 St f =a'Xb

o@Xb) _
oX
Definicion 2.3 Ejemplo 2.2 Corolario 2.5 Si f = a’X'Xb

o ;(XXb) — (ab’ + ba')X’
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2.6. Derivadas Matriciales

Definicion 2.4 Dado un vector y cuyos componentes son funciones f; de un vector de
variables X' = (x4, ...,%,), definimos la derivada de y respecto a X como la matriz cuyas
columnas son las deriwadas de los componentes f; respecto a x. Es decir, si:

Y = (fi(x), ., fa(x))

entonces:

ox

df1 O fn
ov_fon o] |F
ox’ T Ox [% é,f_J
oz, """ Oz,

Corolario 2.6 Sty = AXx, donde A es una matriz cualquiera.

0 (Ax) ,
—~—l_A
ox
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2.6. Derivadas Matriciales

Otras propiedades

~ Puede deducirse, extendiendo las definiciones anteriores, que, si los elementos de la matriz
cuadrada y no singular X son distintos:

am|X| ., otr (XB)  _,
) x —X)T 4 =B
) 2X _xjx)t o) ZLXAXE)  pxia s BXAY
’ dtr(BX ! _ _
o &EXO _go g ZE) - (x-1Bx)

ademas, s1 X es simétrica:

dtr(XB)
X

9 X

X

= B+ B'—diag(B)

— X (2X"" — diag (X))
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